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Organisatorisches

0.1 Organisatorisches

Bei erfolgreicher Teilnahme an den Ubungen (> 50% der Punkte) wird ein Bonus von
10% der Gesamtpunktzahl der Scheinklausur gewéhrt.

Die Ubungen werden von Frau Silvia Daun (sdaun@mi.uni-koeln.de) gehalten.

0.1.1 Termine
Sonderiibung zur Klausur Donnerstag, 29.01.2004, ab 18:30Uhr,
Grofler HS des Mathematischen Instituts
Klausur (Schein) Dienstag, 03.02.2004, 14:00-16:00Uhr, Grofier HS Biologie.

Klausur (Schein, Wiederholung) Mittwoch, 18.02.2004, 08:45-10:45Uhr, Raumangabe folgt spéter.
Klausur (FP) Mittwoch, 18.02.2004, 08:45-12:45Uhr, Raumangabe folgt spéter.
Klausur (FP, Wiederholung) Mittwoch, 31.03.2004, 08:45-12:45Uhr, Raumangabe folgt spéter.
Mitzubringen ist der Studentenausweis
Zugelassene Hilfsmittel:

- Taschenrechner ohne Grafik- und Programmierfunktionen
- Mitschrift von Vorlesung und Ubung, eine Formelsammlung



1 Lineare Gleichungssysteme

1.1 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Sei R der Korper der reellen Zahlen,

RY der Vektorraum der als Spalten geschriebenen Vektoren,
RNM der Vektorraum der N x M-Matrizen.

Elemente: z € RV

I
Z2
Tr = . ,r,€eRe=1,...,N
TN
aip - a1m
A= : .. : 7a2‘jGR,Z—].,...,N,]—].,...,M,AGR’
anNi - aNuM

Definition 1.1.1
Fiir Matrizen A, B € RVM und v € R ist

(A‘f'B)i,j = ai’j—i-bi’j;i:l,...,N;j:1,...,M;
(’)&4)1'7]‘ = ’yai,j;z‘:1,...,N;j:1,...,M;

RN-M mit den Operationen + und - ist ein reeller Vektorraum.

Beispiel 1.1.1
Die Abteilung Logistik einer grofien Einzelhandelskette hat die folgende Tabelle der

Warenlieferungen (in 1000 €) fiir das 1. Quartal des Jahres aufgestellt:

Matrixdarstellung:
150 267 323 110

A= (356 56 167 455 | e R3*
45 143 247 0

A ist eine (3,4)-Matrix.



Tabelle 1.1: Warenlieferungen

Filiale
n Iy, F3 Fy
L, | 150 267 323 110
Lo | 356 56 167 455
Ly | 45 143 247 O

Der 2.Zeilenvektor beschreibt alle Auslieferungen von Lo.
Der 2.Spaltenvektor beschreibt alle Auslieferungen an Fb.
Die Gesamtlieferungen fiir 1 ganzes Jahr werden beschrieben durch B=4- A

Definition 1.1.2
Sei A e RVM e RM | 50 ist

M . .
ail ... a1y T1 23:1 a15 g
Av=| ¢+ o | = : eRY

M
aN1 .- AGNM T ijlaijj

Definition 1.1.3
Jede Matrix A € RNM vermittelt eine Abbildung

faRM — RV
x — falz)=Ax

Diese Abbildung ist linear, d.h. es gilt:

falvz ++'a2") = yfa(z) + ' fa(@)

Definition 1.1.4
Ein lineares Gleichungssystem Ax = b heifit homogen, falls b = 0. Ansonsten (b # 0)
heifit es inhomogen.

Definition 1.1.5
Zu A e RYM und B € RM jst A- B € RV erkléirt durch:

M
(AB)i,k:Zaijbjkai: 1,...,N;k‘:1,...,l;
7=1

ail o.M bll e bll
A: : '-. E B: .

anN1 ... GNM le le



e Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ, d.h. AB # BA.

e Das Produkt zweier von Null verschiedener Matrizen kann 0 ergeben.
I -1\ (1 2y _(0 0
-1 1 1 2) \0 O
12y /1 -1\ _/(-11
1 2 -1 1) \-1 1
Definition 1.1.6 (Bedeutung eines Produktes von Matrizen)

Seien A € RVM B € RM4 und f4 : RM — RV, f5 : Rl — RM die zugehérige Abbil-
dung.
Dann ist AB € RN und fiir fag : R — RN gilt fag = fa o fg d.h. das Matrixprodukt

ist das Hintereinanderausfiihren der zu den Matrixfaktoren gehérenden Abbildung.

Beispiel 1.1.2

In einem Betrieb werden zur Herstellung der Endprodukte E1,..., E4 fiinf Rohstoffe
Ry, ..., Rs bendtigt. Der Verbrauch an Rohstoffen pro Tonne der Endprodukte ist wie
folgt:

Es sollen 50t, 30t, 10t, 100t der Endprodukte hergestellt werden.

Tabelle 1.2: Rohstoffverbauch

E, B, B E,
R 2 1 4 1
Ry | O 5 5 2
Ry | 1 3 3 2
R, | 4 1 0 0
R5 3 2 1 1

Matrixdarstellung:
2:50+1-30+4-10+1-100
21 41 50 . 270
0 5 5 2 20 400
1 3 3 2 0| = = | 370
4 1 00 100 250
3 211 320
N eR4E : ~——
€R54 ER5:1



1.2 GauBsches Eliminationsverfahren

1.2.1 Grundlagen

Untersuche, wie weit man die Matrixmultiplikation ,,umkehren“ kann.

Bemerkung 1.2.1
Sei A e RVM B e RVF,

Gibt es dazu eine Matrix X € RM* so dass AX = B und wenn ja, wie findet man
<~ ~—

ERNE RN
diese?

Betrachte k£ = 1, d.h. B hat genau 1 Spalte b.

Gesucht ist z,sodass A - = = _b .
~— ~— =
ERN,J\/I ERJW E]RN

Ausgeschrieben:
a11x1  + apre  + + aimry = b
a1x1 + axpry + + amrym = b
+ + + -

anir1 + an2xy + + anmrm = by

b1 x1

b: N 71‘:
by T

,Lineares Gleichungssystem mit N Gleichungen in M Unbekannten.*

Beispiel 1.2.1

Nach einem Erdbeben in Mittelamerika soll dorthin ein Flugzeug mit Hilfsgiitern ent-
sandt werden, wobei die Kapazitdten bzgl. Laderaum, Abfluggewicht und zur Verfiigung
stehende Geldmittel voll ausgeschépft werden sollen. Die MaBangaben (1, kg, €) sind
pro Behilter zu verstehen.

Wieviele Container sind auf Reise zu schicken, wenn auflerdem bekannt ist, dass Trink-
wasser am dringendsten benétigt wird und deshalb doppelt so viele Wasserbehélter wie
Container mit Blut und Medikamenten insgesamt verwendet werden sollen?

Setze an:
z1 = Anzahl von Behéltern mit Blut
z9 = Anzahl von Behéltern mit Medikamenten
x3 = Anzahl von Behiltern mit Nahrung
x4 = Anzahl von Behéltern mit Frischwasser



Tabelle 1.3: Beanspruchung

Vol. (1) Gew. (kg) Kosten (€)
Blutkonserven 200 150 1000
Medikamente 300 100 300
Nahrung 80 60 400
Frischwasser 60 70 200
Kapazitiaten 60 000 40000 150000
2000y + 300z + 80x3 4+ 60xy = 60000
15071 + 100z + 60x3 + 70xqy = 40000
1000z1 + 300zy + 400x3 + 200x4 = 150000
2x1 +  2x9 — T4 = 0

,Linerares Gleichungssystem von 4 Gleichungen in 4 Unbekannten*

Gegeben sei ein LGS

Az =b,A e RMN 2 e RV b e RM

Wir setzen M = N voraus. (d.h. genauso viele Gleichungen wie Unbekannte)

A € RN Vgei invertierbar, falls es eine Matrix C' € RV'¥ gibt mit

AC=CA=1¢

Man schreibt C' = A~1L.

In diesem Fall gilt

10

RV T =

1

A1

A1

0



1.2.2 Das GauBsche Eliminationsverfahren
Grundidee

Formuliere das Ausgangssystem derart um, dass die Losungsmenge unveridndert bleibt
und dass das Zielsystem folgende Gestalt hat.

T + riere + - 4+ TININ = U1
rogx2 + -+ TININ = Y2

+ =
TNNTN = YN

In Matrixform lautet dies Rx = y mit

i Ti2 - TIN
0 T992
R = S : c RVN (,rechte obere Dreiecktmatrix®)
0 --- 0 ryn
T Y1
z=|: |,y=|: |;z,yeR"
TN YN
Wir finden
1
TNN
1
N1 = —— (YN—1 —TN-1,NZN)
TN—1,N—1

N
1
kurz: x;, = —(y; — E riixi); t=N,N—1,...,1
7 Tii(yZ P ) ])

Dieser Prozess heifit Riickwdirts Auflosen.

1.2.3 GauBsche Eliminationsschritte

Um das System Ax = b auf die gewiinschte Endform Rx = y zu bringen, ohne die
Losungsmenge zu dndern, stehen uns die folgenden Operationen zur verfligung:

e Vertauschung von Zeilen

11



o Multiplikation einer Zeile mit einem konstanten Faktor # 0

o Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile

Transformiere ag; zu Null. Setze dabei a1; # 0 voraus. Addiere ein Vielfaches A der

ersten Zeile zur zweiten Zeile und bestimme A so, dass

Aaip +as =0
Dies liefert
-
a1l
Wir erhalten
a
o) = o1+ Aan = as — == -an =0
a1l
(1) az .
Gy, = Q2j— —-a14;) =2,...,N
2j 27 a1 155J
bgl) — by —a21 by
aii
Transformiere nun ag; zu Null. Wihle A = % und finde
a
CL;(J,ll) — a3 ——% a5 =0
a1l
(1) asy .
as; = a3j——-a14;) =2,..., N
3 37 a1 1557
bgl) by — as1 by
a1l
Transformiere allgemein a;1;4 = 2,..., N zu Null. Wihle A = —% und finde:
& = o
a(-l.) = a--—%-ay'j:Q ...,N
ij 1) a1 7 ) ’
B = b= pi=2,. N
a1
ail  aiz a3 ain | by
1 @ (1) | 41)
(aopmy = | 0w s | B
1 1 1
o ol el )
200 300 80 60| 60000
(0)(5(0)y _ _ 150 100 60 70| 40000
(AOBO) = (A]b) o 100 6 TO) 40000
1000 300 400 200 | 150000

12




200 300 80 60| 60000\ a;; = 200 # 0

_ =150 _ 3
0 -1 -5 5| =600 | X = 55 = -
0 —1200 0 -100|-150000 ) X = ¥ = -5

Die weiteren Eliminationsschritte laufen entsprechend ab. Die fiir (A|b) beschriebene
Idee wird jetzt auf (AM|b(1)) angewandt, priziser auf das Restsystem

(D GG |

GG W
azy azg - agy | by
® W |,m
any aynz o ayy | by
Unter der Voraussetzung a%) # 0 werden die Elemente a;51);¢ = 3,4,..., N zu Null

transformiert. Nach (N — 1)-Eliminationsschritten erhalten wir die gewiinschte Form.

Schematisch:

(A1b) = (A — (AD[BI) - (AGBD) .. = (AN=D D) — (Rly)

k k k k k
agl) agk) a’g,l)c—&-l ag]\)/ bg)
k . K :k
ol bl
Gi1per 0 Gt | Ok

0 : : :

k k

ag\/,)k+1 T GNN®K) bgv)

Satz 1.2.1 (Formelsatz)

az(?) = az(.;{*l) — lika,(!;fl); k<i,j<N

b = D Dk <i< N

)

(k—1)
. a,; .
mit iy = ~H—y;k <1 < N.
Ak

Dieses Verfahren geht solange gut, wie agz_l) #£0;k=1,...,N—1.

Die Elemente agz_l), durch welche dividiert wird, heiffen Pivotelemente.

13



Beispiel 1.2.2 (Fortfithrung unseres Beispiels)

200 300 80 60| 60000
150 100 60 70| 40000
2 2 0 -1 0
1000 300 400 200 | 150000

200 300 80 60 60000

(AP = (Alb) =

1)1y — 0 —-125 0 25 —5000
S 0 -1 -3 =8| —600 | A=
0 —1200 0 —100| —150000 A= — _71122%0

200 300 80 60 60 000

2)152) — 0 —125 0 25 —5000

(AP [52) R S e

0 0 0 —340 | —102000

= (ADO) = (Ry)

In diesem Fall ist der 3-te Eliminationsschritt nicht mehr notwendig, da das System
(AP b)) bereits die gewiinschte Form hat.

Riickwiérts auflosen:

—102 000
—340 = —102000 =—— =300
T4 = T4 340
1 ) 300 = 560
57375 -
..xzo = 100
rT = 50

z = (50,100,25,300) erfiillt Az =b

Beispiel 1.2.3 (Der Fall o\" ™ =0,k € {1,...,N —1})

200 300 80 60| 60000
150 100 60 70| 40000

100)15(0)y —
(AT67) 1000 300 400 200 | 150000

2 2 0 -1 0
200 300 80 60| 60000
A1) 0 —125 0 25| —5000
(A1) 0 0 0 —340 | —102000
0 0o -2 -2 —560

Wir kénnen jetzt die 3-te und die 4-te Zeile vertauschen und finden &éi) = —% # 0. Wir
nehmen dieses als neues Pivotelement. Um die Rundungsfehler zu minimieren, sollte das
Pivotelement betraglich méglichst grof sein.

14



Besonders verbreitet ist die Spaltenpivotwahl: Wéhle a

a§§7;1)‘ = mazx {‘aiiil)

Tausche in diesem Fall die i-te mit der k-ten Zeile.

(k=1)
10,k

als Pivotelement mit

=k k+1,... ,N} ,opaltenpivotisierung*

15



1.3 Die LR-Zerlegung

Gauflsches Eliminationsverfahren
(A]p) = (AP — (ADPD) — (AP pP) — . — (AND NI = (Ry)

Wir nehmen an:
A € RVVN sei invertierbar

,Diagonale Pivotwahl“, d.h. a,(ﬁl w1 703k =0,...,N—1
Der k-te Schritt (A®=D|p(E=1)) — (A®)|p(k)) lisst sich wie folgt beschreiben. Es ist:

(AB) [pR)y = L) . (Ak=1)|pk=1))

1
7 (k) . NN __. agg_l) :
LY = 1 eR mit [, = k,l)ﬂ:kﬁle---vN
a
—lgt1,k wh
—In g 1

Der Beweis erfolgt durch Nachrechnen. (Ubung)

Konsequenz:
(Rly) = (AN VD)
= LIV=D . (AN=2)p(N=2)y
— W= f(N=2) 1) .(A(0)|b(0))
= L(A])
= (LA|Lb)
Ar =b < CAx = Cb; C invertierbar
L € RNV ist invertierbar, falls L™ invertierbar fiir k = 1,...,.N—-1

Die Matrizen L¥) besitzen eine von Null verschiedene Determinante, und sind somit
invertierbar.

16



Es gilt:

R = LA
s (L)7'R = (L)7'LA
=1
—_——
=A
& (L)7'R =

A
sA = (L)7'R
L

Ly

Wir haben A zerlegt als Produkt zweier Matrizen.
e R ist eine rechte obere Dreiecksmatrix

e L ist eine linke untere Dreiecksmatrix mit I;; = 1;:i=1,..., N

Bemerkung 1.3.1

Die Matrizen L™k = 1,..., N sind linke untere Dreiecksmatrizen mit lg{) =1,...,N.
GemiB Ubung folgt (f/(k))_l;k: = 1,...,N Iist eine linke untere Dreiecksmatrix mit
Einsen in der Hauptdiagonalen.

Situation:

FND L EN-2) L fy
L

( (1))71 (z/(NfQ))fl . (E(Nfl))fl

mit linken unteren Dreiecksmatrizen (I:(k))’l. Also ist auch L eine linke untere Drei-
ecksmatrix mit l;; = 1;i=1,..., N.

Satz 1.3.1 (Dreieckszerlegung)

Sei A € RNN invertierbar und

sei die diagonale Pivotwahl beim Gauflschen Eliminationsverfahren mdglich,
Dann gilt:

A =1L R mit
1 0o --- 0 Ty T o+ e+ TIN
ln 1 f 0 7o :
L=113 eRMW R=1|: . . : c RNN
: 1 0
INty - oo Iy 1 0 - -+ 0 7ryn

17



Ferner gilt die Darstellung:

i1
rg = a—» lprk1<i<j<N
k=1

i1
1 X o
k=1

Bemerkung 1.3.2
r;; und l;; werden abwechselnd beginnend mit r;; gebiltet, da sie von einander abhidngen!

Beweis 1.3.1 (Zu Satz 1.3.1: Konstruktiv mit dem Verfahren von Crout)

a1 -+ aIN 1 0 0 11 T2 - TIN
A=ILR & . 9 22
. . 0
ani -+ aNN Int - Inn—1 1 0 -+ 0 ryn

1. Fiir die erste Zeile von A gilt:

a1]=1T13:(LR>1J7]:177N v

2. Fiir den Rest der ersten Spalte von A gilt

1 )
aip = lp-ru=—aq-miit=2,...,N
11

= lil'Tllzail;iZQ,...,N v

3. Fiir die zweite Restzeile von A gilt

agj:l21~r1j+ 99 "I"Qj;i:2,...7N
=1

:>’I“2j:a2j*l21'7"1j v
4. Fiir die zweite Restspalte gilt
a2 = ljp -r12 +lig-ro5i=3,...,N

Dies liefert wegen roo # 0
1

lio = —(ai2 — lnr2) v
92

18



5. Sukzessive erhélt man fiir die i-te Restzeile und j-te Restspalte die obige Darstel-
lung

Beispiel 1.3.1

Die LR-Zerlegung lautet

1 3 1 6
L=|1%1 R = 2 1
31y 1
3 2 2
Nebenrechnungen:
T, = ali;i:1,2,3; d.h. 7“11:3,?”12:1,7"13:6
a1 a1 . 1 2
lhn = —=—;1=2,3;lo1 = =;l31 = =
il o an { 21 = 3ila =3
2
— oy e =1 — =1 = =
92 ago — la1 - 112 3 3
1
roz = a23—521'7"13=1—§-6:—1
1 1 2
I3 = —(az2 —Iz1r12) = 5(1 — - 1)
792 3 3
2 1 1
— ags— s —lgpray =3 — = 6— —(—1) = —~
33 a3z — l31m13 — 32723 3 2( ) 5

Bemerkung 1.3.3
Man sagt, die LR-Zerlegung ist eine ,verkettete“ Gauf-Elimination.

Satz 1.3.2 (Korollar zu Satz 1.3.1)
Seien die Voraussetzungen von Satz 1.3.1 erfiillt. Dann gilt:

Die ri; (bzw. l;;) von Satz 1.3.1 stimmen mit den Elementen r;; (bzw. l;;) der Matrix
R = AW=Y (bzw. L) der GauB-Elimination tiberein.

Auflésung des Gleichungssystems Ax = b bei gegebener Zerlegung A = LR.
L Rx =Ax =10
~—~—
=y

Setze Rx =y und lése Ly = b sowie Rx = y.

Da L eine linke untere Dreiecksmatrix mit l;; = 1;¢=1,..., N ist, gilt:
i—1
(Ly)i = ljyj+yi=bsi=1,...,N
j=1

19



i—1
&y = b — E lijyj;i=1,..., N ,vorwértsauflésen”
j=1

Rx = y

N N
E TijXy = TiEdy + E TijZj
Jj=1

j=i+1
1 N
sz, = —(yi— g rijx;);t = N,N —1,...,1  riickwértsauflosen*
Tii =
J=t+1

Sind Gleichungsysteme Az = b fiir Vektoren b v@ . b*) zu lésen, so ist eine
LR-Zerlegung von A notwendig und es wird mindestens k-mal vorwérts und riickwérts
aufgelost.

Kurzbeschreibung der Vorgehensweise
1. Ermittlung von R und L anhand von A. b wird hier noch nicht bendétigt.
2. Ermittlung von y mittels Ly = b (ab hier brauchen wir b).

3. Ermittlung von x mittels Rz = y (nun brauchen wir das eben ermittelte y und
kénnen so die Losung x berechnen).

Bemerkung 1.3.4 (Laufzeit)
Fasst man eine Multiplikation plus eine Addition als eine wesentliche Operation zusam-
men, so erhilt man

%N 3 wesentliche Operationen fiir die LR-Zerlegung

° %N 2 wesentliche Operationen fiir einmal vorwiérts bzw. riickwérts Auflosen.

1.3.1 Zeilenvertauschung und Pivotstrategie

Wir hatten bisher der Einfachheit halber angenommen, dass die Matrix A eine diagonale
Pivotwahl erlaubt. Das trifft nicht immer zul!

20



Spaltenpivotwahl

Wihle

i07

a(kl_ﬁl)’ :mam{‘agz_l)‘ \izk,k—i—l,...,N}

Situation im (k — 1)-ten Grofischritt der Gauflelimination:

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
agl b ag,kfi agk b agN) bg )
(k—'l) (k'—l) (k;l)
(A(k—1)|b(k—1)): 0 Oy g1 | Y1k Op_1.N br—1
k=1) (k=1) b
Ak apN k
0 : :
afve ) |- ayy | by
(k=T)
A,
D Ed =k, N
(k—1)
ANk

Diagonale Pivotwahl

Wihle agz_l), falls dies # 0 ist.

Alternativ: Spaltenpivotwahl

ag,';—ﬂ\ =k k+1,... ,N} > 0. In diesem Fall ist dann

die 7p0-te mit der k-ten Zeile zu vertauschen.

Ist A invertierbar, so ist max {

Matrizentechnisch bedeutet dies eine Multiplikation mit einer sogenannten Permutati-
onsmatriz von links.

1
0
1
0 1
P=
1 0
1
0
DNk DN 1
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Mit dem Einheitsvektor

0
0
e; = | 1| « i-te Komponente € RY
0
0
finden wir Djk = (ll, ce >lk—17 lj, lk+1, cee ,ljfl, lk, lj+1, ce ,ZN).

Bemerkung 1.3.5 (zur Permutationsmatrix)

Wenn man die Permutationsmatrix P von links heran mit A multipliziert, so entspricht
eine Vertauschung der j-ten mit der k-ten Spalte in P einer Vertauschung der j-ten mit
der k-ten Zeile in A.

Wenn man die Permutationsmatrix P von rechts heran mit A multipliziert, so entspricht
eine Vertauschung der j-ten mit der k-ten Zeile in P einer Vertauschung der j-ten mit
der k-ten Spalte in A.

Permutationsmatrizen sind invertierbar. (Beweis Ubung)

Spaltenpivotwahl fithrt also insgesamt zu einer Zerlegung PA = LR mit

P: Permutationsmatrix

A: Zu verdndernde Matrix

L: Linke untere Dreiecksmatrix (l;; = ;i =1,...,N)

R: Rechte obere Dreiecksmatrix
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1.4 Allgemeine LGS, Matrizengleichungen, Bestimmung der
Inversen

Betrachte jetzt:
Az =b; A e RMYN 2 e RN b € RM M Gleichungen in N Unbekannten®

Gaufsche Elimination:
a1 ... ain | b1
(Alb) = (AOp) = : :
apmi ... apmMN | by
Auch im Fall M,N beliebig 143t sich die Gaufische Elimination anpassen.
Wir benutzen die Operationen
e Vertauschen von Zeilen
e Multiplizieren einer Zeile mit einem konstanten Faktor # 0
e Addition einer Zeile zu einer anderen

Man erhélt folgendes Endschema (,,Zeilenstufenform®)

+ ok * * | ok x| by
+ * *
6 e .+ * * >|< gp i+ #£ 0, % = beliebig
bp+1
0 0 ~f
by

Man kann diese Matrix wie folgt aufteilen:

Zeilen 1—p: Quadrant 1 und 2
Zeilen p+1—M: Quadrant 3 und 4
Spalten 1 —1r: Quadrant 2 und 3

Spalten r+1—N: Quadrant 1 und 4



1.4.1 Losbarkeit des Matrixsystems

Das gegebene System ist genau dann lésbar, wenn bi = 0;2=p—+1,..., M. Dann haben
wir p essentiell verschiedene Gleichungen in N Unbekannten. Es kénnen dann (N — p)
Parameter frei gewihlt werden.

Da die Umformungen den Rang einer Matrix nicht dndern, finden wir rg(A4) = rg(
Zeilenstufenmatrix ) = p.

Ferner gilt:
Das Gleichungssystem Ax = b ist 16sbar genau dann, wenn rg(A) = rg(A[b)(= p).

Dabei bezeichnet der Rang einer Matrix die Anzahl linear unabhdngiger Spalten oder
Zeilen.

Nebeneffekt:

Die Gaufische Elimination bestimmt den Rang einer Matrix.

Beispiel 1.4.1

2 4 4 =2 0| 6
4 8 8 —4 4] 4| 45 5 p o B
(Alb) = 5 4 5 92 1| 3 G AER*? 2 eR,bER, M =4,N =5
6 12 12 —6 410
2 4 4 -2 0| 6
opwy — | 0 [0 [0] 0 4)-38
(AT16) 0 0 1 4 1|-3
0 0 0 0 4|-8
2 44 -2 0] 6
@p@y _ | 00 1 4 1]-3
(A1) 000 0 4]-8
000 0 4]-8
2] 4 4 -2 o] 6
(AP 3y = 00 4 1)=3 » Zeilenstufenform*
00 0 o0 [4] -8
00 0 0 0| 0

entspricht den mit + gekennzeichneten Elementen

Wir lesen rg(A) = 3. ,3 Gleichungen in 5 Unbekannten“. Das System ist l6sbar, denn
(b®)4 = 0. Es kénnen (N — P) = (5 — 3) = 2 Parameter gewéhlt werden.
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Riickwiértsauflbsen:

s = -8
= r5 = —2
r3+4xs+25 = w3+4r4—2=-3
= x3=—1—4x4
201 + 4xo +4dxs — 224 = 221 +4x9 — 4 — 1614 — 224 = 6

= 2xr1 =10 —4x9 + 18z4 = x1 = 5 — 229 + 924

2 Parameter (2, x4) sind frei wéhlbar.

Losungsgesamtheit: L. = {$ S RE’\xl =5—2x9 4+ 91y, x3 = —1 —4dxy4, 25 = —2}

1.4.2 Matrixgleichung und Inversenbildung

Matrixgleichung:
A-X =B, AecRYYN X e RVFE B e RMF

Stellt man die Matrizen
X = (z! ... ,a;k),B =(b,.. .,bk),xi i-te Spalte von X, b’ i-te Spalte von B
so ist AX = B dquivalent zu
Azt =bi=1,... .,k
Sei nun M = N und sei A invertierbar, dann erhilt man A~! als Losung der Matrixglei-

chung A- X = 1.

1.4.3 Das GauB-Jordan Verfahren zur Inversenbildung

Das Gauj-Jordan Verfahren ist eine Variante des Gauf3-Verfahrens. Das Zielsystem des
GauB-Jordan Verfahrens ist die Identitdt ().

Betrachte

Az = b; A € RV invertierbar; z,b € RY

Stelle das Verfahren mit diagonaler Pivotwahl dar. Es werden alle Elemente in einem
Grofischritt oberhalb und unterhalb des Pivotelementes zu Null transformiert. Ferner
wird das Pivotelement auf 1 normiert.

Sequenz:
(A]p) = (AD POy = AV PO = | = (AN PN = (1]a)
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Dabei hat (A®)|p*)); k€ {1,..., N} die Form

k k k

1 o % | o

() ' (k)

AR k)Y — U @1 - Gy | b
( ) (k) (%) )
Ui jr1 - YN | bt

9 A

A e ally | o

Analog zum GauB-Verfahren lésst sich der Schritt
(A(kfl)’b(kfl)) = (A(k)\b(k))
durch Multiplikation mit einer Matrix beschreiben:

(AP |pk)y = LR)(AR=1)|p(k=1))

1 —l1k
1 —lkl—l,k D)
L) — =y =k _i=1,...,k—1,k+1,...,N
kk a(kfl)
—lpy1h 1 kk
—INk 1

Bemerkung 1.4.1
e Rechenaufwand: ~ £ N3 wesentliche Operationen. (vgl. ~ £ N3 beim GauB-Verfahren).

e Das Verfahren ist besonders interessant zur Berechnung von A~

Matrixgleichung Az = I; A,z € RVV,

Nach N Schritten folgt (AY), BIN)) = (1, A1)
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Beispiel 1.4.2

™
N I 0w | ~
o I _
e I Il ol ~< < . ~/
[T I/~
S - O
< < /-~ OCOO0 —H O M
/
o O - oo _ 10 ™M — O O
. O - —AN AN~ | | N— —
o - o I N | | M M~
oo~ o 4o _ _ _ I o o I
o =l ajen O —| e | —
© = O e [ | ooy | | O~ e PSRN
- - R
- e o | [ | I N o - [
- &N —~ Tal[aNan]fay — —_— | 0O | |
© — o © T et e T o o D
(. I l oo = 4 _
— = =Y qjem 1 ECE
— je—en CAamO O—+H O OO O —H O -
=]~ ™ —
Mmoo - O o 4O o Ao O — o o — O O [ —
-~
© —~ M
Il I Il Il I Il Il Il
— =
~— ~—~ — — ~— — — —
= = = N ~ D D ,Aa ™ — N
S = = Q) Q) > > N .
i ‘] il ‘2 i ‘R il
s S S 5 S 5 5 f
< < < < < < <
S~— S— SN— SN— S~— SN— SN—

Probe:
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1.5 Kondition linearer Gleichungssysteme

Fehleranalyse der Gauf-Elimination bei Darstellung auf dem Rechner. Betrachte
Az =b; A e RYN 2. b e RV, A invertierbar

Eindeutige Losung: © = A~! - b mit GauB-Elimination berechenbar.
Bei der Algorithmischen Umsetzung treten jedoch Fehlerquellen auf:

e Jede reelle Zahl muss auf die néchstmdogliche darstellbare Zahl gerundet werden.
rd:R — g,a — rd(a) (,gerundete Gitterzahl®)

g bezeichnet die Menge darstellbarer Zahlen.

e Die Grundoperationen {+,—,,:} werden auf dem Rechner nur auf der Menge g,
also approximiert, ausgefiihrt.

Weitere Fehlerquellen: Die Matrix A und/oder die rechte Seite sind mit Messfehlern
behaftet.

Beispiel 1.5.1
Betrachte das parameterabhéngige lineare Gleichungssystem A(e) - x(€) = b(e).

Ale) = G 1 i e) ,b(e) = <4 ﬁ e) ;€ > 0 (jedoch sehr klein)

()

Betrachte nun eine kleine Storung auf der rechten Seite:
s [ 4+e
be) = (4 - 2e>

Ae) - 2(e) = b(e) hat die Losung & = (1 ;r 6).

Lésung:

= € in der rechten

Offenbar bewirkt der Fehler b(e) — b(e) = <_:>, d.h. Hb(e) — b(e)

o0
Seite die riesige Abweichung

Man nennt solche Gleichungssysteme schlecht konditioniert.
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1.5.1 Exkurs: Normen

Definition 1.5.1 (Norm)
Sei V' ein Vektorraum. Eine Abbildung: ||-|| : V' — R>¢ mit

1. ||v|]| > 0Vwv € V;|jv|| = 0 genau dann, wenn v =0
2. 2] =\ vl AeRveV
3. JJu+v|| < |ul| + ||v||;uw,v € V (,Dreiecksungleichung®)

Normen dienen der Abstandsmessung.

Gingige Normen auf V = RY:
e Euklidische Norm (2-Norm): [Jul|, = (Zfil UQ)%

)

Beispiel: v = (1,3, -7), |lul|, = \/12 T332+ (=72 =59
Diese Norm entspricht der Abstandsmessung im kartesischen Koordinatensystem.

e Maximumnorm (oco-Norm): [lul|,, = max{|u;||i=1,...,N}
Beispiel: v = (1,3, -7), |lul|, =7

Betrachte V = R? und

LA{ueR||uly=1}=|ul, =1 Vi +ui=1<ui+ui=1

2. {u e B2 Jull, =1} = ull, =1 & maz {Ju] Jus]} = 1

Abbildung 1.1: Grafische Darstellung der Norm

anE
%

2) \ 4

A

Wobei 1) die Euklidische und 2) die Maximumnorm darstellt.

Jede Norm ||| - ||| auf V' = RNV heiflit Matriznorm. Von besonderem Interesse sind
Matrixnormen, die zu einer Vektornorm passen, d.h. es gilt

1Aull < [[|AIl] - flull;u € RY, A € RV
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Definition 1.5.2 (Natiirliches Konstruktionsprinzip fiir derartige Matrixnormen)

Die zu einer gegebenen Vektornorm ||-|| zugehérige Matrixnorm ||| - ||| ist gegeben durch:
[[Aull
il = sup { 1250w € R\ (o)

Schreibe nun ||Al|| anstatt ||| A|||. Man findet

Au
4l = sup{ Il |0 e r\
lull o
N
= mazx Z\azﬂ |i=1,...,N » ,Zeilensummennorm"
7=1
Beispiel:
1 2
A=(37) WAl =maz ]+ 2115l + 7y = 12

Ferner gilt ||All, = \/maz {|\| |\ = Eigenwert von AT A} | Spaltennorm®.

Bemerkung 1.5.1
AT ist die transponierte Matrix A. Dies entspricht einer Vertauschung der Zeilen mit
den Spalten.

1.5.2 Fehler
Betrachte
Az =b; A e RVY b e RY mit Losung z € RY
Seien A = A+ AA, b= b+ AB kleine Stérungen und sei Z die Losung von Az = b.

Wir interessieren uns fiir den Fehler Az; = Z — z. Man nennt ||Az| = || — z|| dem

absoluten Fehler und % den relativen Fehler.

Gesucht sind Abschéiitzungen fiir den absoluten und relativen Fehler.

Fall 1 - Stérung nur in b

Storung nur in b, d.h. AA = 0.

AAx = AF—Ax=b—b=Ab= Az =A"T1Ab

|Az|| = HA_IAng HA_IH - |]Ab]|  ,absoluter Fehler“
—_— —— ——

Vektornorm Matriznorm Vektornorm
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Mit b = Az finden wir

jaal < fla- ey 2]
Ab
< - Bl nai e
HHA;’:’H < HA_IH ||A]l - Hﬁ)i” ,relativer Fehler®

Die Grofen ||A™!|| bzw. [|A] - ||A~!|| spielen eine entschiedende Rolle.

Definition 1.5.3 (Konditionszahl)
Sei A € RVN invertierbar. Dann heif3t

K(A) = A] - |a7Y

die Konditionszahl von A.

Es gilt immer:
L=I] = [|A-A7Y| < [lA]] - [[A7H] = K (4)

Ist die Konditionszahl K(A) in der GréBenordnung von 1 (>> 1), so heifit A gut
(schlecht) konditioniert.

Fall 2 - Stérung von A und b

Definition 1.5.4 (Kern einer Matrix)

Sei C € RNV,
Ker(C) = {ue RY|Cu = 0} ,Kern von C*
Bi(C) = {ve RY|3u e RY, Cu = v} ,Bild von C*
0 € Bi(O)
Es gilt:

Bi(C) und Ker(C) sind Unterrdume von RY.
Faktum:
Sei C € RN | so gilt gleichzeitig:

e (' ist invertierbar

o Ker(C)=1{0}

e Bi(C)=RY
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Satz 1.5.1 (Konditionszahlschétzung)
Betrachte Az = b und das gestorte Az = b.

Es gelte:
[AA]- A7 <1
Dann folgt:
|Az|| < Hfll_lH (HAbH + HA*IH [|AAl - Hb”) »absoluter Fehler
L— [l A= - [[AA]
|Az] < K(4) (HAAH + HAbH) ;b #£ 0 ,relativer Fehler
[l = 1o KB Tl T

Beweis 1.5.1 (Zu Satz 1.5.1)
Zeige zuerst: A = A + AA ist invertierbar.

Sei nun u € Ker(A+ AA).
(A+AAd)u = 0

= AAu = —Au
= —u=A"1 Adu

lul| = ||—u|| = HA_lAAuH < HA_1H [ AA] |l
~— ——
<1

@ —[|A7Y - 1AD - ful =0 = [lu =0=u=0=

>0

= Ker(A+ AA) = {0} = A+ AA = A ist invertierbar.

Aus ||AA] - HA_lH < 1 folgt, dass A ebenfalls invertierbar ist.

(A+AA)(x+Ax) = b+ AD
AT+ AAz + AAx + AA-Ax = B+ Ab
AAr + AAx + AA-Ax = Ab
ANz = Ab—AAz—AA-Az |- A1
Ar = A'Ab—A'AAz — A7TAA - Ax

= JAzf < |ATH - Abl + |ATH - IAAL - llzll + [ATH] - [AA] - |Az]
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(L= [[A7Y] - [AA]) - |AZ] < AT (1Ab]| + [ AA - [|=]])
N—_————

<0

>0
1
A - |AA]

1Az]} < 77— JATHAABI + AA] - fl)

Es gilt:
lzll = [|A~"0[ < |A7H] - fiol

FEinsetzen liefert:

A
1—[lA=H] - [[a4]

|Az]] < 1AD] -+ [IAA] - [|ATH] - 181D

Analog zeigt man auch die Abschétzung fiir den relativen Fehler.

1.5.3 Kurze Wiederholung

Ungestortes System :  Ax = b, Ainvertierbar

Gestortes System : A% = by A=A+ AA b=b+Ab, =2+ Az

Absoluter Fehler : |z —z| = ||Az]]

Relativer Fehler |l — &)

(el

Wichtige GroBe K(A) = || Al - ||A™

} »,Konditionszahl von A“.
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2 Nichtlineare Gleichungen

2.1 Einfiihrung

Ziel ist die ndherungsweise Berechnung einer Nullstelle von f € C([a,b]), d.h. gesucht
ist ein Wert £ € [a, b]; f(£) = 0.

Beispiel 2.1.1 (Effektivzins bei pramienbegiinstigten Sparvertrigen)

Der Sparer zahlt zu Beginn des Jahres jeweils einen gleichbleibenden festen Betrag auf
ein Sparbuch ein. Dieser wird dann am Ende des Jahres mit dem Zinssatz p% verzinst
und gutgeschrieben. Nach Ablauf von n Jahren (z.B. n = 7) zahlt das Kreditinstitut
dem Sparer auf die Beitrége eine Pramie von r% und der Kunde kann iiber das gesamte
Kapital verfiigen.

Gesucht ist die Effektiv-Verzinsung, d.h. welcher Zinssatz q ist anzusetzen, damit der
Kunde das gleiche Kapital ausbezalt bekommt, wenn keine Prdmie gewéahlt wird.

Lésung:

Unter Beriicksichtigung von Zins und Zinseszins:

R(1+p) (nach 1 Jahr)
R(1+ p)? (nach 2 Jahren)
R(1 +p)* (nach i Jahren)

Fiir unser Beispiel gilt:

Einzahlung R zu Beginn des 1. Jahres: R(1+ p)"
2. Jahres: R(1+p)" !

n. Jahres: R(1 4+ p)!
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Sparbeitriage und Zinsen:

n

> (1+p)

=1

S=R

(1+p)"t'—(1+p) (1+p)"t' —(1+4p)
:R[ I+p-1 }:R[ D

Pramie auf das eingezahlte Kapital:

P=Rr-n

Gesamtes Kapital:

n+1l _
K:S+P:R<(1+p) . (1+p)+r-n>

Sei q der Effektivzins. Dann muss gelten:
n A 1
K=R-) (1+q'=R- p (14" = (1+4q))
i=1

Zu losen ist
flag = —(1+g9"" ~(1+¢q) - K

(L4g™ (1 +q) R <;<1 (1)t n)

Crlme|m

q ist die Unbekannte, wahrend R,n und p bzw. K gegeben sind.

Bemerkung 2.1.1
q ist von R unabhéngig.
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2.2 Das Bisektionsverfahren

Definition 2.2.1 (Zwischenwertsatz (ZWS))
Sei f € C([a,b]),R). Dann gibt es fiir jedes ¢ € [min(f(a), f(b)), max(f(a), f(b))] ein
x € [a,b] mit f(x)=c.

Im Falle f(a) - f(b) < 0 sichert der ZWS die Existenz einer Nullstelle, denn es gilt

fla) <0, f(b) >0 oder f(a) >0, f(b) <0

Das liefert min (f(a), f(b)) < 0 < max (f(a), f(b)), d-h. 0 ist als ¢ zugelassen.

= FEs gibt ein x € [a,b] mit f(z) = 0.
Sei f € C ([a,b]) gegeben. Ferner gelte f(a) - f(b) <0

Abbildung 2.1: Funktion f

f(x)
A
(D) v

\/

o+

-f(a)

Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein £ € [a, b] mit f(£) = 0.

Definition 2.2.2 (Bisektionsverfahren)
Versuche durch Intervallhalbierung eine Nullstelle zu lokalisieren.

Erster Schritt: )
s:= 5(& +0b)

3 Félle kénnen auftreten:

1. f(s) = 0: Dann ist s eine gesuchte Nulltelle von f.

36



2. f(a)- f(s) < 0: Dann liegt nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle ¢ in |a, s| =
3. f(s)- f(b) <0: Dann liegt nach dem Zwischenwertsatz eine Nullstelle £ in |s,b[ =
b

Wir haben dadurch das Intervall halbiert, indem eine Nullstelle liegt. W&hlt man ein uy
aus diesem Intervall als Approximation fiir £, so gilt fiir den Fehler

b—a

€ —u1] <

wegen 1)-3) lésst sich die Methode iterativ anwenden. Wéahlt man nach dem n-ten Schritt
ein u, aus dem verbleibenden Intervall als Naherung fiir &, so gilt

b

a
€ — up| <

2n
= Durch fortgefiihrte Intervallhalbierung kann eine Nullstelle von f beliebig genau be-

rechnet werden.

Definition 2.2.3 (Algorithmus fiir das Bisektionsverfahren)
1. Eingabe von f,a,b sowie zwei beliebige Zahlen € > 0,1 > 0. (z.B. ¢ =7 = 10710)

2. Setze xg = a,yp = b,n = 0.

3. Berechne s = &(z, +yy) und f(s).
Falls | f(s)| < n, so setze z = s und beende das Verfahren.

Andernfalls setze

(Tn,s) falls f(zn)- f(s) <0

(l'nJrl’ynJrl) N {(5, yn) falls f(yn) ’ f(S) <0

Ist |xp41 — Ynt1| < €, so setze z = xy,4+1 und beende das Verfahren.
Ist dies nicht der Fall, so erhéhe n und wiederhole Schritt 3.
4. z wird als Ndherungswert fiir eine Nullstelle £ akzeptiert und ausgegeben.

Fiir z gilt:
|f(z)| <moder |z—¢| <e
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Abbildung 2.2: Grafische Darstellung des Algorithmus

e

0

2.3 Das Newtonverfahren

Es sei f € C?[a,b] und es existiert ein & € [a,b] mit f(¢) = 0. (z.B. da f(a)- f(b) < 0)

Ferner gelte f'(€) # 0.

Eine solche Nullstelle (NST) heifit ,requldre Nullstelle®.

Es sei g € [a, b] eine Startndherung fiir .

Idee:

Konstruiere die Tangente an die Kurve y = f(z) im Punkt (zo,y0) = (2o, f(20)). Der
Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse ist der neue Naherungswert .
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Abbildung 2.3: Geometrische Vorstellung des Newtonverfahrens

f(x)

f(x0) -

Ng




Explizite Berechnung der Geradengleichung der Tangente:
y=maz+b m= f'(z0),b= f(z0) - f'(zo)zo
=y = f'(x0) - =+ f(z0) — f'(xo)z0
Als Nullstelle der Tangente (y = 0) finden wir

0 = f’(l‘o) - T+ f(x[)) — f’(l‘o)wo
f'(@o)wo — flzo) = f'(zo) @

xo — J]:/((Z(;g x =11, falls f(x9) #0

Definition 2.3.1 (Newtonverfahren)
Das Newtonverfahren dient zur Losung von f(x) = 0.

Wéhle xq € [a,b] und setze

Tp4+l = Tp — f’(l’ )
n

, n=0,1,... ,Newtonverfahren“

Das Newtonverfahren ist ein Iterationsverfahren (siehe 2.4).

Fragen zur Praxis:

e Ist die Iteration iiberhaupt durchfiithrbar?
e Konvergiert die Iteration gegen eine Nullstelle von f7

e Wie wihlt man den Startwert xop geeignet?

Bemerkung 2.3.1
Ist die Berechnung von f'(x,) zu aufwéindig, so iteriert man geméf

$n+1 = xn - f/(xo)v

n=20,1,... ,Vereinfachtes Newtonverfahren“
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2.4 lterationsverfahren

Allgemein nennt man ein Verfahren, bei dem ein Startwert = vergegeben wird, und bei
dem man z,4; aus z, berechnet, d.h. x,,11 = ®(z,) mit einer gewissen Funktion ®, ein
Iterationsverfahren (wie z.B. das Newtonverfahren).

Betrachte
Tpe1 = ®(zy), ®:D— D, DCR, 29 € D

Abbildung 2.4: Geometrische Veranschaulichung von x,,11 = ®(z,), n=0,1,2,..., 29

Phi(x)
A
Phi(x1)—| o

Phi¢x0)-

| w
| >
x1 x0

=Phi(x0)

Phi

Fiir das Newtonverfahren gilt:

@
7@)

®(r) = fiir ein f € C?(D) ,,Newton-Operation®

Definition 2.4.1
Ein y € D heifit Fixpunkt von ®, falls gilt:

y=o(y)

Im Falle des Newtonverfahrens entsprechen die Fixpunkte von ® gerade den Nullstellen
von f, denn

() - f—Jf,(é)>=5
=
6
6
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D.h. die Fixpunkte entsprechen gerade den regulidren Nullstellen von f.

Satz 2.4.1
Ist die Folge (xy)nen gemés x,11 = ®(xy,) bildbar, und gilt lim, . x, = £, so folgt
§=2(¢).

Beweis 2.4.1 (zu Satz 2.4.1)

€= T}Lngomn = hm Tpy1 = h_)m O(x,) = @(nlingoxn) =P(¢)
P stetig

Satz 2.4.2 (Banachscher Fixpunktsatz)
Es sei @ eine stetige Funktion auf [a,b], welche [a,b] in sich abbildet, d.h. ®(z) € [a,b]
fiir x € [a,b]. Ferner geniige ® einer Lipschitz-Bedingung, d.h.

|®(x) —P(y)| < L-|z—vyl|; x,y € [a,b]; L <1 (L heiit Lipschitz-Konstante)

Die Lipschitz-Bedingung besagt, dass sich die zwei Punkte x und y durch die Transfor-
mation mit ® um mindestens den Faktor L ndher kommen.

Dann ist durch xp+1 = ®(x,,), xo € [a,b] eine Folge (zy)nen In [a,b] erklirt, und es gilt
limy, o0 7, = & mit £ = P(§).
Auflerdem besitzt ® keinen weiteren Fixpunkt in [a,b]. Es gilt die Fehlerabschéitzung

LN
1€ —ap| < 7@1 xol, n=0,1,2,...

Beweis 2.4.2 (zu Satz 2.4.2)
1. (xn)nen ist erklirt, da ®(x) € [a, b] fiir x € [a, b].
2. (zn)nen konvergiert gegen ein £ € [a,b] mit ®(§) = &.

|<L | —:cn_1|
Tpoo)| S L |2p1 —xpno| < ... < L"|z1 — 20

|xn—1_mn‘ = ‘(I)(xn)_ (mn 1

)
= L-[®(zn-1) — P(

Sei nun m,n € N,m > n:

|Tm — n| = |Tm — Tm-1+ Tm-1 — T2+ Tm—2+ ... + Tpy1 — Ty

< em — Tm—1| F | Tm—1 — Tm—2| + .. F |[Tng1 — Tn

Lm—1jei—azo|  LMm—2|z—ao| m
< (LN LT+ L) |2 — o
= LML LTt 4 L4 1) - oy — @)

S
n

< l_L-|x1—x0|—>0fﬁrn—>oo
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Offensichtlich gilt |z, — x,,| — 0 fiir m,n — co.

Also ist (xy,)nen eine Cauchy-Folge (Siehe Definition 2.4.2), also konvergent. Es gibt also
ein £ € [a,b] mit lim,,_,~ x, = §. Nach Satz 2.4.1 und Satz 2.4.2 folgt £ = ®(&)

Grafische Veranschaulichung

Abbildung 2.5: Konvergenter Fall

Phi(x)
A
Phi(x0) | _________
Phi(x1) T >~ !
£x1x0
£ ist stabil!

Achtung:

Obwohl ein Fixpunkt & von ® vorliegt, muss die Iteration nicht dagegen konvergieren!
(vgl. unteres Bild ,divergenter Fall“).

Definition 2.4.2 (Cauchy-Folge)
Eine Folge (ayn)nen reeller Zahlen heiit Cauchy-Folge, falls es zu jedem € > 0 einen Index
N = N(e¢) € N gibt:

lan —am| <€ ¥Yn,m>N

In R ist jede Cauchy-Folge konvergent.

Satz 2.4.3
Sei ® € C1([a,b]) und es gelte |®'(z)| < L; = € [a,b]. Dann ist ® Lipschitz-stetig auf
[a,b] mit der Konstanten L.

Beweis 2.4.3 (zu Satz 2.4.3)
Seien z,y € [a,b]. Nach dem Mittelwertsatz gilt:

O(x) — (y) = '(n)(x — y); n € [min(z,y), maz(z,y)]
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Abbildung 2.6: Divergenter Fall

\/

€ ist instabil!

= [(z) — (y)| = [®'(n)] - |z — y| < maz {|¥'(w)||w € [a,b]]} - |z —y| < Lz —y]

<L

Definition 2.4.3
Ein Fixpunkt £ von ® heifit stabil fiir die Iteration x,,+1 = ®(z,), wenn es eine Umgebung
U =|{—¢, E+€]; € > 0 gibt, so dass fiir zg € U die Folge x,,11 = ®(x,,) gegen £ konvergiert.

Satz 2.4.4 (Stabilititskriterium, ohne Beweis)
Sei ® € C'([a,b]) und sei ¢ € [a,b] ein Fixpunkt. Dann gilt:
1. Ist |®'(&)| < 1, so ist & stabil.
2. Ist |®'(§)| > 1, so ist & instabil (nicht stabil).
3. Ist |9'(§)| = 1, so kann & stabil oder instabil sein.
Satz 2.4.5 (Lokaler Konvergenzsatz fiir das Newtonverfahren)
Sei f € C*([a,b]) und es existiere ein & €]a, b] mit f(£) =0, f'(€) # 0. Dann gibt es eine

Umgebung U von £ in [a,b], so dass fiir alle Startwerte xg € U das Newtonverfahren

Tyl = Tp — J]:,(é';)) konvergiert.

Beweis:

Fiir das Newtonverfahren gilt:

f(z)

Tpt1 = @(zy) mit &(z) =2 — ()

¢ ist ein Fixpunkt fiir &, denn ®(§) =§ — f(&) €.
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Zum Beweis der Behauptung geniigt es zu zeigen, dass £ ein stabiler Fixpunkt ist.
Nach Satz 2.4.4 1) ist & stabil, falls |®'(z)| < 1 gilt.

Wir finden ® einmal stetig differenzierbar und

By 1 F@ @) = @) f) _ f)f (@)

f'(x)? f!(x)?
= (&) = f(?/(g;(é) = 0 Also ist ¢ stabil
Bemerkung 2.4.1
Vereinfachtes Newtonverfahren:
O(x)=x— fjj((jo)); T gegeben

¢ mit f(£) = 0 ist Fixpunkt von &

v =1- S
e
e

() =

Also ist & stabil, falls 0 < f]i/(fg) < 2.
Definition 2.4.4 (Konvergenzordnung)
Sei ® eine Iterationsfunktion mit Fixpunkt &, und U sei eine Umgebung von €. Fiir jeden
Startwert xo € U erfiille die zugehérige Iterationsfolge x,+1 = ®(x,) eine Ungleichung
der Form

[Znt1 =& < C |z —€P; n>0, C >0, p>1

Falls p = 1, so gelte 0 < C < 1. Dann heiBit das Iterationsverfahren konvergent der
Ordnung p.

Im Fall p = 1 spricht man von linearer Konvergenz und im Fall p = 2 spricht man von
quadratischer Konvergenz (deutlich schneller).

Typisches Verhalten der iterierten x1,x2,x3, ...

1. bei linearer Konvergenz: f(x1) ~ 1071, f(z2) =~ 1072, f(x3) = 1073,..., f(z,) ~
107"

2. bei quadratischer Konvergenz: f(x1) ~ 1071, f(x2) =~ 1072, f(x3) ~ 1074, f(x4) ~
1078, ... f(zn) ~ 1072
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Satz 2.4.6
Es sei f € C%([a,b)); f'(z) # 0 fiir x € [a,b]. Ferner existiere ein & €]a,b[ mit f(&) = 0.
Dann hat das Newtonverfahren die Konvergenzordnung 2, d.h. es gibt eine Umgebung
U von € in [a,b] so, dass die Newtoniteration Tpn+1 = T, — %; xo € U durchfiihrbar
ist, und es gilt:

Tng1 — & < C |z — €% C >0

Zum Beweis benétigen wir die Taylor-Formel.

Definition 2.4.5 (Taylor-Formel)
Man verwendet die Taylor-Formel, um Funktionen in der Umgebung eines Punktes durch
Polynome anzunéhern.

Sei I C R und f: I — R (n+ 1)-stetig differenzierbar. Ferner sei a € I und x € I. Dann
gilt

f'(a)

ae () (q
T f<)(x—a)2+. f ()(x_a)n

2l BT
=:pn(z) ,n-tes Taylorpolynom zu f bei a“
(n+1)
f (77) (ZE o a)n—i—l
(n+1)!
=Rp+1(z) ,Restglied in differentieller Form*
noek) () fntD)
_ Z [ (a) + f (n) (z
— k! (n+1)!

flx) = fla)+ (x —a)+

;i m € [min(a, z), maz(a,x))

_ a)n—i—l

Entwicklung an Stelle a.

Beweis 2.4.4 (von Satz 2.4.6)
Py, ist ein Polynom vom Grad n. p, approximiert f lokal bei a. Es gilt: p(¥) (a) = fH) g =
0,1,...,n.

Aus f € C?([a,b]) folgt:

Cr = maz {|f"(z)| |z € la,b]} < o0
Cy = min{|f'(x)| |z € [a,b]} >0

denn eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall nimmt ihr Maximum bzw.
Minimum an.

Taylorentwicklung liefert:

F@) = Fan) + F o) — ) + L0 0 — 2
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Wiihle z = &:

0 = £
= fle) 4 @€ - ) + L e )
-
fa) + flaE o) = (e )2
) —f
S LT R
(o= FE)
= {—Znn
emannl = [5h e~ o

Cy 2 . 2
202|§ Tn|” =t Clzn — ¢

Bemerkung 2.4.2
p = 2 bedeutet sehr rasche (quadratische) Konvergenz.

Beispiel 2.4.1
Fiir ein a > 0 wollen wir \/a berechnen. Betrachte daher die Gleichung

f(x)=2>—-a=0
Mit f'(x) = 2z finden wir das Newtonverfahren

B f(zn) 2 —a 222 —-a22+4a a2+4a
Tn+1 = Tp — f/(CE ) = =
n

Fiir a = 2 lautet die exakte Losung /2 = 1,414214...

n

Starte das Newtonverfahren z.B. mit xo = 1.

124+2 2
= = - = ]_7 5
o 2 3
3)2+2 17
= = = — =1,46666...
2 3 12
(A2 +2 577
g = 27 = =~ 41421
8 5 108 ~ A0
Beachte die rasche Konvergenz!
Bemerkung 2.4.3
Starte mit £og = 2. Dann folgt ©1 = 2;—22 = 1,5 = x1. Der Vorgénger einer Iterierten ist

also nicht eindeutig.

46



2.5 Das Sekantenverfahren

Ein Nachteil des Newton-Verfahrens besteht darin, dass in jedem Schritt die Berech-
nung einer Ableitung (ndmlich f’(x,)) erforderlich ist. Vermeide dies, indem man im
Newtonverfahren die Tangente durch eine Sekante ersetzt.

Verfahren:

Sei f € C([a,b]) und seien xq, 71 € [a,b]; zo # 71 gegeben. Fiir n = 1,2, 3 ersetzen wir
f(zy,) durch fan)=f(@n-1)

Tn—Tn—1
Vorschrift:
f(xn) f(xn)(xn - xnfl)
n = Tn — = Ln — =0 nyLn—
R (w) T @) = (@) (@n n-1)
Tn—Tn—-1

d.h. die Iterationsfunktion héngt von x, und z,, — 1 ab.

Graphisch ist 2,41 der Schnittpunkt der Sekante durch die Punkte (x,—1, f(z,—1)) und
(zn, f(zy)) mit der x-Achse.

Abbildung 2.7: Graphische Darstellung

A

Phi(x0) 7 (x1,f(x1))

A tx0,x0))

Bemerkung 2.5.1
1. Man erhélt die Konvergenzordnung p = # ~ 1,618

2. Man braucht, im Gegensatz zum Newtonverfahren, nur 1 Funktionsauswertung pro
Iterationsschritt
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2.6 Nichtlineare Gleichungssysteme

Sei D ¢ RY und F : D — RY zweimal stetig differenzierbar, d.h. es existieren alle
2

partiellen Ableitungen gié(:j); x € D und sind stetig. Gesucht ist ein £ € D mit F(§) =0

(Nullstelle).

Komponentendarstellung

F:(Fl,...,FN); (L‘Z([El,...,l']\[)

Fi(x1,...,zn) = 0
Fy(xy,...,zN) =
FN<3:17"'7'1.N) =0

2.6.1 Newtonverfahren zur Lésung von F(z) =0

Beim Newtonverfahren konstruiert man wieder die , Tangente* an die ,Kurve“ y = F(x)
im Punkt (2%, 4°),4° = F(29).

Als Nullstelle der Tangentengleichung finden wir

0= F'(z%)2 + F(2") — F'(2°)2° , Vektorgleichung®

Mit F’(x) berechnen wir die Funktionalmatrix von F

OF (x) o 0F ()
ox1 TN
F'(z) = : : e RN
0fn(x) . OFN(z)
ox1 TN

Die Funktion Fj(z) ist in y € D nach x; partiell differenzierbar falls die Funktion g(z;) =
Fi:(y1,--,Yj—1, %, Yj+1, - - ., yn) differenzierbar ist, d.h.

g(z; +7) — g(z;)

—a; T—0

Man schreibt
IF;(y)

(5l‘j
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Die neue iterierte ' finden wir als Losung der Vektorgleichung.

F'(mo)\mi/—F(a:O) = F'(2%) =z

~~

cRN,N €ERN RN cRN,N ERN

—_— —_—
€ERN €RN

F'(2%) 71 (F' (2%)2® - F(ajo))l = z(= ')

:xofF’(;g)—lF(xO)

Newtonverfahren zur Losung von F(z) =0
Wihle Startpunkt 20 € D und setze

2" =" — Fl(2") 7 F(2"); n=0,1,2,...
Bemerkung 2.6.1

e Im Fall N = 1 ergibt sich das aus Kapitel 2.3 bekannte (eindimensionale) Newton-
verfahren.

e Das Verfahren ist durchfiihrbar, falls F'(x,) € RNV invertierbar firn = 0,1,2,...

Praktische Durchfiihrung;:
1. Wahle 20 € D sowie €1, €3 > 0 beliebig.

2. Fiirn=0,1,2,... 16se man das lineare Gleichungssystem F’'(z")v = —F(2™) und
setzt 2" = 2" 4 .

3. Man breche die Iteration ab, falls ||F(z"t1)||_ < e oder ||2" —2"|| < e oder
falls nach einer vorgegebenen Interationszahl keines dieser beiden Kriterien erfiillt
wird.

Bemerkung 2.6.2 (Warnung)
Man invertiere niemals Matrizen, sondern man Iése lineare Gleichungssysteme!

Bei den Iterationen des Newtonverfahrens ist die Losung eines Gleichungssystems der
Invertierung der Matrix F'(x™) vorzuziehen, da man hier auf die LR-Zerlegung zuriick-
greifen kann.
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Varianten des Newtonverfahrens

1. Vereinfachtes Newtonverfahren:

Beim Newtonverfahren ist in jedem Schritt ein lineares Gleichungssystem mit der
Matrix A = F'(z") zu lésen. Zur Bereitstellung dieser Matrix sind die N? Funkti-

SF, [ N, o
onsauswertungen gt (z); 1 <1i,5 < N notig.

Beim vereinfachten Newtonverfahren wihlen wir immer A = F’(z0).

Algorithmus:
e Wihle 2° € D

e Berechne iterativ

o Setze
2" =" 4" = 2" — DF(2°) " F(2")

Dies erfordert nur eine LR-Zerlegung, némlich die von F’(z?).

2. Geddampftes Newtonverfahren:

Das gedimpfte Newtonverfahren unterscheidet sich vom Newtonverfahren durch
eine neue Setzung der Iterierten.

Man setzt

L — g + anv"; ap 6]0, 1] (F’(.’L‘n)’un = —F(%n))

Hoffnung: Die Wahl einer Dampfung erhoht die Konvergenzchancen.

2.6.2 Konvergenz des Newtonverfahrens

Bemerkung 2.6.3
Konvergiert die Newton-Iteration x,, gegen T und ist F'(z) invertierbar, so folgt F(T) =
0, denn:

= lim 2" = lim 2" = lim (2" — F'(z")"'2") = & — F'(z)"'F (%)
n—oo n—oo n—oo

= 0=F(2)'F(z)e F) =0
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Satz 2.6.1 (Lokaler Konvergenzsatz, ohne Beweis)
Sei D ¢ RN und F € C?(D,R"). Es existiere ein £ € D mit F(¢) = 0 und F'(£) sei
invertierbar. Dann gibt es eine Kugel:

K,={zeRN||z—¢|,<p} CD; p>0

so dass ¢ die einzige Nullstelle von F in K,(€) ist. Fiir jeden Anfangswert 2° € K, (&)
existiert die Newton-Folge z", 2" € K,(§) und es gilt lim, o 2" = &.

Weiter gibt es ein C' > 0 mit
2
¢ = 2", <C g —a"; neN
Bemerkung 2.6.4
e Es liegt also lokal quadratische Konvergenz vor

e Problem des Newtonverfahrens:
Startet man fernab von einer Nullstelle, so divergiert das Newtonverfahren oftmals.

Beispiel 2.6.1
Gegeben sei

ro= (i) = (5= 0)

oy (627 2w 2,2
Fz) = (a;% 3r173 — 1 cR

Wir finden

Wiihle x9 = (;)

Zu Iosen ist F'(2°)v° = —F(2), d.h.

(&) (1) - (%)

z.B. mit dem Gaussverfahren. Die Lésung ist

(%)
o= () ()~ (§)~ (29

Auf 10 Stellen genau lautet die exakte Losung

e (1234274484
— \1,661526467

und somit

Diese Genauigkeit erreicht das Newtonverfahren mit 4 Iterationsschritten.
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2.7 Modellierung und Numerik

2.7.1 Einfiihrung

Versuche darzustellen, welche Schritte erforderlich sind, um ein in der Wirklichkeit be-
obachtetes Phdnomen numerisch zu analysieren.

Abbildung 2.8: Schematische Darstellung

Wirklichkeitsphdanomen

“Mathematische Modellbildung” / “Datenerfassung”

Mathematische Formulierung
des Problems

+ “Anwendung numerischer Methoden” (z.B. Gauss-Verfahren)

Numerischer Algorithmus zur
Losung der mathematischen Aufgabe

+ “Durchfihrung des numerischen Verfahrens auf einem Computer”

Numerisches Ergebnis

Definition 2.7.1 (Modellfehler)
Modellfehler entstehen dadurch, dass das verwendete mathematische Modell das zu un-
tersuchende Problem vereinfacht oder nur idealisiert beschreibt.

Definition 2.7.2 (Datenfehler)
Diese riihren von Messungenauigkeiten oder Messfehlern her.

Definition 2.7.3 (Prinzipielle Fehler numerischer Methoden)
Abbruchfehler bei iterativen Verfahren. Diskretisierungsfehler (falls Funktionen gesucht
werden)

Abbildung 2.9: Schematische Darstellung. Funktionen miissen diskret dargestellt werden

A

Xx(t3) x(t53)
x(t1) X(t2) |
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Definition 2.7.4 (Rundungsfehler)

Rundungsfehler entstehen, weil nur endlich viele Zahlen auf dem Rechner darstellbar
sind und die Elementaroperatoren +,—,-,: nur mit endlicher Genauigkeit ausgefiihrt
werden.

Beispiel 2.7.1 (Erdbebenhilfe in Zentralamerika)
e Mathematisches Problem: Az = b

e Numerischer Algorithmus: Gauss-Elimination
e Numerisches Ergebnis: Losungsvektor

Gauss-Elimination ist ein direkter Algorithmus, welcher in endlich vielen Schritten zur
exakten Losung fiihrt, d.h. keine Diskretisierungs- und keine Abbruchfehler, sehr wohl
aber Rundungsfehler.

Beispiel 2.7.2 (Berechnung von Wurzeln reeller Zahlen)
e Mathematisches Problem: f(x) =0 (z.B. fiir /2 setze f(x) = 2% — 2)

e Numerischer Algorithmus: Iterationsverfahren x,11 = ®(xy)
e Numerisches Ergebnis: Skalare Ldsung

Es entstehen Abbruchfehler und Rundungsfehler

Beispiel 2.7.3 (Raketenflug zum Mond)
e Mathematisches Problem: Gewdhnliche Differentialgleichung. Gesucht ist eine Funk-
tion u(t), fiir welche gilt

u'(t) = f(u(t)); u(to) = ug

mit ug und f vorgegeben.
(TS Cl([to,tend])

Hier ist eine Funktion gesucht, d.h. es liegen Diskretisierungsfehler und Rundungs-
fehler vor.

e Numerischer Algorithmus: (nicht angegeben)

e Numerisches Ergebnis: (nicht angegeben)

Bemerkung 2.7.1
e In jedem der 3 Beispiele bendtigen wir Informationen iiber den Fehler. Diese ge-
winnt man tiber Fehlerabschitzung oder in Form von Konvergenzaussagen.

e Ermittlung einer ,Losung® ohne jegliche Kenntnis des Fehlers ist sinnlos!
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3 Lineare Optimierung

3.1 Problemstellung und Normalformen

In der linearen Optimierung werden lineare Zielfunktionen unter linearen Nebenbedin-
gungen optimiert.

Beispiel 3.1.1

In einer Stanzerei werden aus Blechen drei verschiedene Teile T1,T5, T3 gestanzt. Auf-
grund der Geometrie der Teile werden vier sinnvoll erscheinende Varianten Vi, Vo, V3, V,
aus einer Blechtafel technologisch vorbereitet.

Beim Stanzen dieser Varianten entstehen folgende Stiickzahlen:

Tabelle 3.1: Stanzvarianten

Teile \ Varianten ‘ i Vo V3 Vi

Anzahl T} 1 1 0 0
Anzahl Ty 1 0 1 0
Anzahl T3 2 4 6 8

Es ist ein Auftrag von 3 Stiick T1, 2 Stiick Tb und 40 Stiick T3 zu stanzen. Wie oft
miissen die einzelnen Varianten zur Anwendung kommen, damit méglichst wenig Bleche
verbraucht werden.

Es bezeichne v; die Anzahl der benutzten Stanzvariante Vj; j =1,...,4.

Wéhlt man v; oft die Variante V;, so wird produziert:

Anzahl T} 1 1 0 0 v1 + U2
Anzahl Th | =v1 [ 1] +vo [0 +wv3 | 1] +v4 |0 ] = U1 + U3
Anzahl T3 2 4 6 8 2v1 + 4vy + 6v3 + 8uy

Es muss gelten:

Anzahl T} 3 V] + Vg >3
Anzahl Th | > | 2 , d.h. v + s >2
Anzahl T3 40 2u1 + 4vy + 6vs + 8vy > 40
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Moéglichst wenig Bleche sollen verbraucht werden, d.h. v1 + v + v3 + v4 — min..

= Anzahl Bleche

Ferner gilt v; > 0; i = 1,...,4 und (eigentlich) ganzzahlig.

Beispiel 3.1.2

Ein Landwirt beabsichtigt, ins Tiefkiihlgeschéft einzusteigen. Er will 30ha seines Landes
zum Anbau von Erbsen und Mdhren, verwenden. Ein ha Erbsen verursachen 200€und
ein ha Mdéhren 100€Saatkosten. Mehr als 5000€sollen nicht investiert werden. Der Zeit-
aufwand fiir den Anbau eines ha Erbsen wird mit 1 Arbeitstag, fiir Mohren mit 2 Ar-
beitstagen veranschlagt. Insgesamt hat der Landwirt 50 Tage Zeit.

Gesucht sind die gewinnoptimalen Anbauflédchen, falls ein ha Erbsen 400€und ein ha
Mohren 600€'Reingewinn bringen?

LGsung:

Es sei 1 die fiir Erbsenanbau bzw. xo die fiir den Mohrenanbau vorgesehene Fléche.

Maximierungsproblem: 400x1 + 600xy — max. (,,Zielfunktion®).
—_————
Gewinn

Unter den Nebenbedingungen:

r1+x2 < 30 (Beschriankung Anbaufléche)
2001 + 10025 5000 (Beschrinkung Saatkosten) ; 1,29 >0

<
z1+229 < 50 (Beschrénkung Arbeitszeit)

Definition 3.1.1 (Strukturelle Form eines linearen Optimierungsproblems:)
Normalform 1:

Nebenbedingungen:
k
D gy <bii=1,...,M; x;>0; j=1,....k
j=1

mit k = Anzahl der Variablen, M = Anzahl der Nebenbedingugen.

Zielfunktion:

k
z(x) = z(x1, ..., 28) = cha:j — max.
7=1
Matrixdarstellung der Normalform 1:
Gr<b; GeRMk. peRM: >0, 2 e R*; ceRF

b:(bl,...,bM), :L':(:Zil,...,wk), C:(Cl,...,ck)
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2(z) = 'z — maz.

Die vektorwertigen Ungleichungen sind komponentenweise zu verstehen.
Gr<b & (Gx)igbi;izl,...,M
x>0 & x;>20;j=1,...,k

Veranschaulichung einer linearen Optimierungsaufgabe im Fall k = 2. Jede der Unglei-
chungen (Gz); < b;; j = 1,...,M sowie x; > 0; j = 1,2 definiert einen linearen
Halbraum.

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung

g31x1 g32x2 <= b3
¥

w N

A

K<
TR

glix1 g12x2 <= b1l
X optimales x

Y "x1
z(x) = const.’ Y

X
g21x1 §22x2 <= b2

Z = {(x1,22) € R?|z1 >0, 22 >0, (Gz); > bj,) =1,2,3} heiBt zulissiger Bereich.
Gesucht ist das Maximum von z(z) fir € Z.

Zeichne nun die Gerade z(x) = const. ein. Man verschiebt die Gerade z(x) = const. zu
immer gréBeren Werten, solange der Schnitt mit Z nicht leer ist, d.h. (in den meisten
Fiéllen) bis nur noch ein Schnittpunkt existiert.

Normalform 2:
Sei G € RM:#4. p e RM; ¢ € RE. Gesucht sind z € RF; w e RM; 2 >0; w > 0 mit
Gr+w=»b

sowie
2(x) = Tz + ¢g = max.

Bemerkung 3.1.1
Die Variablen w heiflen auch Schlupfvariablen.
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Alternativ:

Ae RM,MJrk; bhe ]RM, pE Rk+M

Gesucht ist y € RM+E: 4 > 0 mit

Ay =bund z(y) = ply + co L maz.

A= (G|Iy); y= <i> s p= (g>
Normalform 3:

Gegeben sei A € RMM+k p ¢ RM e RM*F rg(A) = M. Gesucht ist y € RMFF; ¢ >
0 mit

Dabei ist

Ay =bund z(y) =p y+ co < maz.

Bemerkung 3.1.2 . c
e Gegeniiber der Normalform 2 ist die Struktur y = (w> , D= <0> , A= (G|Iy)
entfallen.
e Die Voraussetzung rg(A) = M sichert, dass die Menge der Losungen von Ay = b
ein k-dimensionaler Unterraum des RM*F jst.

Die Normalformen 1, 2 und 3 sind in einem gewissen Sinne gleichwertig:

Normalform 1 = Normalform 3:
e Setzew =b— Gz e RM und w >0

o Setze A=(_G | Iy )€ RMMFr o — (1 w)ec RMM und erhalte

ERMk  cpM,M
Ay = (G|Iy) - (Z}) =Gr+w=Gr+b—Gx=0b; rg(A) =M

, da A die Teilmatrix Iy; enthélt.

Mit y = (z,w) und p = (c,0) folgt die Aquivalenz der Zielfunktion.

Normalform 3 = Normalform 2:

Der Nachweis erfolgt durch das Simplexverfahren anhand von Austauschschritten.

Normalform 2 = Normalform 1:

klar, denn Gx +w = b; w > 0 = Gz < b und die Zielfunktionen sind dquivalent
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3.1.1 Durchfiihrbarkeit allgemeiner linearer Optimierungsaufgaben auf einer
der Normalformen

Betrachte das lineare Problem

M

D aiwy=bys i€l ={je{l,...,M}|(Ax); = b;}
j=1

M
S ayay <biielc={je{l,..., M}|(Az); < bj}
j=1

M
7j=1

J"]Zov ]GJZ:{ZG{L,]{?}|$120}
zj <0; jedJo={le{l,... k}z <0}
zjeR; jedy={le{l,...,k}x; e R}

k
z(x) = co + Z CiTi = min./mazx.
i=1
Man beachte, dass der Minimierung von z die Maximierung von —z entspricht, d.h.
Multiplikation der Zielfunktion mit (—1) wandelt eine Minimierungsaufgabe in eine Ma-
ximierungsaufgabe um.

Seii e I_:
M
Zai]ﬂ?j = bz‘
Jj=1
M M
~ Z Qi T < bz und Z T > bl
=1 i=1
M M
= Z QAijxj < bl und — Z QijTj < *bi
Jj=1 Jj=1
Seii e [2:
M M
Zaijxj > bi ~ — Zaijxj < —bi
Jj=1 Jj=1
Seiie€l<: vV
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Seijejg:
.TjSO@fij I:—ijO

SeijeJ>: v

ein und ersetze x; geméif

Sei j € Jp und sei z; € R: Fiihre neue Variablen x(-l),x§-2)

J
(1) _ L@, .0 0

Ti = R R

Definition 3.1.2
Die Menge der zulédssigen Lésung ist definiert als

7 = {:U € Rk|G:U <bx> O} fiir ein Problem in Normalform 1

bzw.
Z = {y € RM+k|Ay =b,y > 0} fiir Probleme in Normalform 2,3

Definition 3.1.3
z € R* bzw. y € RM+F heiBt optimale Losung, wenn & bzw. y eine zulissige Losung ist
und die Zielfunktion dort ihr Minumum annimmt.

Mogliche Fille bei linearen Optimierungsaufgaben:

1. Es kann der Fall auftreten, dass keine zulédssige Losung existiert, d.h. Z = (). Dann
kann es auch keine optimale Losung geben.

X2
A

7 Z=0

\/

x1

SN

2. Die Zielfunktion z kann auf der Menge der zuldssigen Losungen Z unbeschriankt

sein.
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X2

Z

»
»
X

1

z(x) = const.

3. Auch wenn die Menge Z unbeschréinkt ist, kann eine optimale Lésung x* existieren.

X2
A

\

x1

z(x) = const.

4. Es konnen unendlich viele Losungen existieren. Dies kann auftreten, wenn z(x) =
const zu einer der Geraden der Nebenbedingungen parallel ist.

X2
A

L

z(x) = const.

Man beachte, dass das Optimum immer am Rand liegt, weil z(x) linear ist und
Z(x) =cl #0.



3.1.2 Zusammenfassung

Die Losung einer linearen Optimierungsaufgabe = € R? lisst sich graphisch veranschau-
lichen. Die Ungleichung (Gx); < b;; i = 1,..., M definiert fiir jedes ¢ € {1,..., M} einen
Halbraum in R?. Der zuliissige Bereich Z = {w € ]R2\Gx <b, z> O} ist als Schnitt von
Halbridumen ein Polyeder.

Die Isogewinnflichen z(x) = const. sind Geraden. Die Optimallésung erhélt man, indem

man die Isogewinnfliche so weit wie moglich in Richtung wachsender Erlése parallel
verschiebt, bis sie den Polyeder nur noch bertiihrt.

Ecken von Polyedern

Ecken sind im R? dadurch definiert, dass zwei Ungleichungen nicht strikt, sondern mit
Gleichheit angenommen werden. Diese Ungleichungen heiflen dann auch aktiv.

Satz 3.1.1
Fiir ein lineares Optimierungsproblem in Normalform 1, 2 oder 3 gilt:

o Ist Z # (), so ist Z bzw. Z ein konvexer Polyeder.
e Ist Z # () und ist Z beschrinkt, so existiert eine optimale Losung
o Ist Z # () und ist Z unbeschriinkt, so gilt:

Es gibt eine optimale Losung genau dann, wenn die Zielfunktion z auf Z nach oben
beschréankt ist.

Bemerkung 3.1.3
Eine Menge S C R¥ heifit konvex, falls fiir je zwei Punkte p,q € S die Strecke

D,q:= {veRk|v:)\p+(1—)\)q; 0<AL 1}
in S liegt.

Bemerkung 3.1.4 (Austauschschritte und das Gauss-Jordan-Verfahren)
Betrachte Az = b, A invertierbar, A € RV,

Das Gauss-Jordan-Verfahren ist eine Sequenz

(A]p) = (A Oy — (ADPD) — L — (AN ) = (Iy|A7'b)
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Jeder Schritt (A*=D[p+=1) — (A®)|p*k)) Jisst sich in der Form (A®) b)) = T(*) (A1) |p(k=1))

mit einer Eliminationsmatrix

1 M,k
L Yk—1k
T = Vi k € RV #0
Trt+1k 1
YN,k 1
schreiben. Die Anwendung von T erzeugt in der k-ten Spalte von A®) den Vektor
0
eF = 11| — k-te Komponente.
0
0

Das Gauss-Jordan-Verfahren ldsst sich auch auf nicht-quadratische Gleichungssysteme
anwenden.

Exemplarisch fiihren wir das an einem Beispiel vor:

Beispiel 3.1.3

1 1 4
(A]b) = (AOp0) = 4 211 1|1 |AeR*, beR3
-3 -1 3 1 —1]2
Wir wiihlen als Pivotelement (A(®))y | = 4
1 2 0|3\ x=-1
(A]p) = (ADp0) = 11 1|1
-3 -1 31 —-1|2/) x=2
und finden:
0 1 1 7 _1|1
~ ~ 2 4 4 4 4
APy =14 2 1 1 1] 1
0 1 1 7 _1|1
2 4 4 4 4
bzw.
o [1] B 7 _1|n
2 4 4 4 4
AOpOy = ;5T 11 1|1 | A==t
2 4 4 4 4
o I 1B 7 _1|/1 )] A=-1
2 4 4 4 4
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Im zweiten Gauss-Jordan-Schritt wihlen wir (A1) 5 = 3 und finden

0 1 7o _1] 1
2)17.(2) % 3 T3
00 0o 0 © 0
Das System ist lésbar und die allgemeine Losung x = (x1,...,x5) hat 5 — 2 = 3 Para-

meter. Sie kann elementar bestimmt werden.
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3.2 Das Simplexverfahren

3.2.1 Einfiihrung

Betrachte eine lineare Optimierungsaufgabe in Normalform 2:

Ay=0b,y>0; A= (G|Iy) e RMMFE G e RME 4 = <i> e RM** w b e RM, z e RF
Die Zielfunktion z(x) = ¢’z + ¢o soll maximiert werden.

Setze zunéchst b > 0 voraus. Dann ist y = <2> > 0 eine zuldssige Losung, denn

Ay = (G|Inr) <2) =G-0+Iy-b=b

Definition 3.2.1
1. yo € RM*F heifit Basislosung von Ay = b, A € RMM+E p ¢ RM | wenn héchstens
M Komponenten von y ungleich 0 sind und Ay = b.

2. yo heiBt Ecke von Z = {y € RM+k| Ay = b,y > O}, wenn 3o € Z und yo Basislosung
ist.

3.2.2 lIdee des Verfahrens

Der zuléssige Bereich Z = {a; € ]Rk|G:c <b, x> 0} wird durch x; > 0, i =1, ..., k sowie
durch M Halbraume bestimmt. Jeder Ecke eines Polyeders Z entspricht eine zuléssige
Basislosung.

Gleichungssystem Ay = b
(v
(G|T) (w) =b

Offensichtlich ist y = (0,b) bzw. x = 0, w = b eine zuléssige Basislosung.

Dieser Basislosung entspricht die Ecke z = 0 des Polyeders Z.
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k=2 7
M=3
g1 x* optimale Lésung
2
“>9 g1
// A -
"x1

a3

Durch Jordansche Austauschschritte in dem System Ay = b bzw. Gz + w = b geht
das Simplex-Verfahren von einer Ecke zu einer benachbarten Ecke, beginnend mit der
Startecke z = 0, w = b.

Dabei sind die Austauschschritte nur dann sinnvoll, wenn gilt:

1. Die neue Ecke ist wieder zuléssig, d.h. fiir die transformierte rechte Seite b gilt
b>0.

2. Die Zielfunktion z soll beim Ubergang zu einer neuen Ecke zumindest nicht kleiner
werden.

3.2.3 Beispiel fiir das Simplexverfahren

3 -1 21 7 _31
G=|-2 4 0 2| eR* b=[12] eR? 2(z) = 'z = maz. mit ¢ = 9
-4 3 8 2 10
1
Schema: )
b GlI|b
(0) — _
H <pT 0> <cT 0 0>
3 -1 2 1|10 0|7
go_| 2 [4] 020 1 0f12
| -4 3 8 2[00 1|10
-1 3 —2 1[0 0 0

lthabe b und H® leicht gedindert. ok?
Beachte:

Die ersten 3 Zeilen entsprechen Ay = b. Die letzte Zeile entspricht z(x) = ¢’z = 0. Man

startet mit y = (2)
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Es gilt:
z(Startwert) = z(0) =0

Bezeichnungen:

y=(x,w) = (x1,...,2T4, w1, W, w3)

= (y17"'ay7)

Man nennt y5 = w1, yg = wo, y7; = w3 die Basisvariablen. Die restlichen Variablen heiflen
Nichtbasisvariablen.

Der Ubergang zu einer neuen Basis erfolgt durch einen Jordanschen Austauschschritt.

Definition 3.2.2 (Fakt)

Gilt ¢; <0, i =1,...,4 s0 hat z(z) = ¢’ = fiir x > 0 nur nicht-positive Werte. Dann ist
die Zielfunktion nicht mehr zu verbessern und 1 = x9 = x3 = x4 = 0 ist die optimale
Lésung.

Waéhle deshalb das Pivot-Element aus einer Spalte s, in der ¢s > 0, z.B. a,s = a2 = 4,
da co = 3 > 0. !ISpalte r nach Spalte s gedndert
Beachte:

Waihle das Pivot-Element a,.s so, dass die neue transformierte Seite die Relation b>0
erfiillt. Dies impliziert

1. a,s > 0, da sonst b, < 0 wiirde
2. Es muss gelten: a,sb; — a;sh, :I;Z--a,«s >0;i=1,...,r—1,r+1,...,. M

In diesem Beispiel wihlen wir a,s = age = 4 als Pivot-Element. Dann gilt:

axn=4 > 0
4.7-(-1)-12 > 0
4-10-3-12 > 0

Die Durchfiihrung eines Austauschschrittes fiir H©) liefert

5 3 1
50 2 21 L1o]w
- —2 4 0 20 1 0]12
HO = 5 1 3
30 8 50 -3 1)1
7o =2 =170 =2 0] -9
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5 3 1
3o 2 31 4 o]0
go_| -3 1 0 /0 + 0] 3
5 1 3
= 8—?0—§11
3 02 —5[0 -3 0]-9

Die Basisvariablen zu H(® waren durch die Indizes 5, 6 und 7 charakterisiert. Die
Basisindizes fiir H(1) sind 2, 5 und 7 (die Einheitsspalten von H(1)).

Die Basislosung erhélt man, indem man die 4 Nichtbasisvariablen v, y3, ¥4, ¥6 zu Null
setzt und die Werte der Basisvariablen abliest.

(1)

010 Yo 10
Aus [1 0 0] |4 | =13 ] ehalten wir 4§ =10, 45" =3, 4tV =1
0 01 y(l) 1
7
,d.h. 4™ =(0,3,0,0,10,0,1).
Ferner haben wir
BO) = (5,0,-2,-3,0,-2,0)
27 7 ) 27 ) 47
sowie
0
20 =M =3.3=9=—(HW),5= (-1,3,-2,1) g
——
=c ,,Zielfunktionskoeffizienten* 0
——
(D)
=T=Y1,..4

Das Minuszeichen erklirt sich dadurch, dass diese Zahl auf der rechten Seite des GLS
steht.

Pivotwahl fiir den nachsten Austauschschritt:

) _ 1

(1
0

und in der ersten Spalte von H) finden wir (H(l))l,l = g > 0 als Pivot-Element.

Ausfiithren des Pivot-Schrittes liefert:

20 2 % 1 ;0] 10
go_ |01 5 51 5 15 0] 5
00 10 1| 1 -1 1| n
12 1 1 4
00 —% —5|-5 —5 0[-11
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4 3 2 1
IR TE

o — 55| 5 g
00 10 1| 1 =& 1| 11

12 4 1 4
00 —% —5[-5 -5 0[-11

Die Basisvariablen haben nun die Indizes 1, 2 und 7. Setzen wir die Nichtbasisvariablen
zu Null, so folgt:

10 o\ [4? 1
01 0f[y@]=(5],dny® =4 4?=5,2=1
00 1) \,® 11

und somit ¥y = (4,5,0,0,0,0,11).

Da (p®)T = (0,0, —%, —%, —%, —%,0) < 0 ist, haben wir eine optimale Losung gefun-

den. Wir erhalten y?) = y* = (z*,w*) mit z* = (4,5,0,0) und w* = (0,0, 11), sowie die
optimale Zielfunktion
=l = —(HY),5 =11

3.2.4 Formale Darstellung des Simplex-Verfahrens

Im allgemeinen Fall werden hintereinander Matrizen H®, i = 0,1,2 der Form
, A@ | p)
HY = . .
p@" | o

Dies entspricht dem linearen Gleichungssystem

berechnet.

und der Zielfunktion

Es ist
Alb G |1 b
0) _ — M
H <p O) (c 0 O)

und fiir ¢ = 0 sind ygi1, ..., Yk die Basisvariablen. Damit ergibt sich fiir ¢ = 0 die
Basislosung

Yy = <2) und 29 =0
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Simplex-Schritt (Austauschschritt)

"kann mal jemand dieses verfahren pruefen? da gibt es viele unsicherheiten

1. Priife, ob alle pl(i) < 0;1 =1,...,M + k (Optimalitit). Falls ja, ist y = y*
optimale Basislosung. Falls nein, gehe zu 2).

2. Wahle ein s € {1,..., M + k} mit p; > 0 (z.B. das mit dem kleinsten Index oder
dem grofiten Betrag)
3. Priife, ob alle al? < 0;1 =1,..., M (Nichtlosbarkeit). Falls ja, so ist kein Aus-

ls
tausch mehr erforderlich. Das Problem hat keine Losung. Falls nein, gehe zu 4).

4. Wahle r € {1,..., M} mit 'habe r € {1,...,k} nach r € {1,..., M} geéndert.
Wir wihlen doch ein Pivot-Element a,s mit s = Spalte und r = Reihe. Wobei wir
M Reihen haben und k bzw. M + k Spalten und in diesem Schritt die Reihe und
nicht die Spalte wéihlen.

afl) >0,
a(i)bl(i) — al(?bff) >0;0l=1,....,r—1,r+1,..., M (Zulassigkeit)

rSs

Nanderung von [ = 1,...,knach [ = 1,...,r — 1,r +1,..., M. zum einen ist es
gut moglich (wie auch in diesem beispiel), dass wir weniger nebenbedingungen als
variablen haben (M < k) und b deshalb nur M elemente hat und b;, ! = k gar nicht
definiert ist. zum anderen wihlen wir ja eine zeile und keine spalte. wir haben M
zeilen und nicht k zeilen... ausserdem brauchen wir den fall [ = r nicht tiberpriifen,
da a,(n?b,(f) — a&? bgj) = 0 > 0 immer erfiillt ist. zudem: siehe 3.2.6 zusammenfassung.
dort hat er r € 1,..., M definiert.

5. Man wende auf H® einen Jordanschen Austauschschritt mit Pivot-Element a@

an. Die neue Matrix ist H1),

6. Man lese die Basisindizes fiir Ht1) ab. s ist neuer Basisindex. Alle Basisindizes von
H sind auch Basisindizes von H(+1) auBer ¢. Dabei ist ¢ dadurch charakterisiert,
dass in der t-Spalte von A® der r-te Einheitsvektor steht.

7. Man lese die neue Basislosung y(“+t1) ab.

Alternativer Simplex-Schritt (entlichen aus Operations Research)

1. Priife, ob alle pl(i) < 0;1 =1,...,M + k (Optimalitit). Falls ja, ist y® = gy*
optimale Basislosung. Falls nein, gehe zu 2).

2. Wihle ein s (Spalte) mit ps = maz {ps|s=1,..., M + k; ps > 0} (Spalte)

Qrs ? ars

3. Wihle ein r (Zeile/Reihe) mit f—:s = mm{ b

r=1,...,M; b zo}
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4. Man wende auf H® einen Jordanschen Austauschschritt mit Pivot-Element a,(f)

an. Die neue Matrix ist H (1),

5. Man lese die Basisindizes fiir H01 ab. s ist neuer Basisindex. Alle Basisindizes von
H sind auch Basisindizes von H(+1) auBer ¢. Dabei ist ¢ dadurch charakterisiert,
dass in der t-Spalte von A® der r-te Einheitsvektor steht.

6. Man lese die neue Basislosung y(+1) ab.

3.2.5 Theoretischer Hintergrund des Simplex-Verfahrens

Satz 3.2.1
Vorgelegt sei eine lineare Optimierungsaufgabe z(x) = ¢
dingungen Gx +w =b; = > 0.

!
Tx = maz unter den Nebenbe-

Dann gilt:

1. Jedes Maximum der Zielfunktion wird auf dem Rand von Z, dem Polyeder der
zuldssigen Losungen, angenommen, falls ¢ # 0.

2. Das Maximum der Zielfunktion wird in einer Ecke, d.h. in einer zulédssigen Ba-
sislésung angenommen (ohne Bewelis).

Beweis zu 1):

Eine differenzierbare Funktion kann ihr Maximum im Inneren einer Menge nur dann
annehmen, falls der Gradient verschwindet (Satz).

Fiir z(z) = ¢z bedeutet dies

0= Vz(x) =l

Dies ist nicht moglich!

Definition 3.2.3 (Der Gradient von f in a)
o1f(a)

grad f(a)=| | :=V/f(a)
onf(a)
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Jeder Ecke entspricht genau eine Basislosung, z.B. in P(z; = 0, g2 = 0) oder Q(g1 =
07 g2 = 0)

Entartete und nicht entartete Basislosungen
GemiB Definition nennen wir yo € RM** eine Basislosung von Ay = b, A € RMF p ¢
RM wenn héchstens M Komponenten # 0 sind.

Grundsétzlich konnen die folgenden zwei Félle auftreten.

Beispiel 3.2.1 (Entartete und nicht entartete Basislosungen)

Optimalitatskriterium

Wir betrachten eine lineare Optimierungsaufgabe in der Form
Ay =b, y >0, rg(A) = M, z(y) = po + p’y (Normalform 3)

Zusitzlich gelte y* sei eine zuléissige Basislosung; z(y) sei als Funktion der Nichtbasis-
variablen von y* geschrieben, d.h. z(y) = Zf\i Tk pry; mit p; = 0, falls [ Basisindex von

*

y*.
Gilt dann p; <O fiirl=1,..., M + k, so ist y* die optimale Losung.

Beweis 3.2.1
Es gilt z(y) = po + le\ﬁrk py fiir jede zuléissige Losung y.
—~—
<0 >0

—_——
<0

Andererseits gilt: z(y*) = po, denn fiir y* # 0 gilt p; = 0 und fiir Nichtbasisindizes ist
y; = 0.

Zusammen mit Satz 3.2.1 folgt die Behauptung.
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LAY, 2

Hier liegt in P eine Entartung vor. Die Basislosungen

1=0, g2=0
93=0, g4=0
9g4=0, 21 =0

usw. entsprechen alle dem Punkt P.

Nichtlosbarkeit

Satz 3.2.2 '
Vorgelegt sei Ay =b, y >0, rg(A) = M, A€ RMM+E »(y) = py + pTy=mazx.

Es gebe einen Nichtbasisindex s € {1,...,M + k} mit ps > 0 und a;s < 0 fiir i =
1,..., M. Dann besitzt die linecare Optimierungsaufgabe keine Losung.

Beweis 3.2.2

Es sei y(\o) die Losung Ay = b mit ys(Ao) = Ao > 0 und y;(Ao) = 0 fiir alle Nichtbasisin-
dizes. Fiir A > )\ finden wir eine Lésung von Ay = b mit y;(\) = 0 fiir Nichtbasisindizes
aus

ais [lin ... Lim Us by
Y |
a : b
MS Yint M
y;j fiir j = 1,..., M sind die Basisvariablen.
bl — )\ ais
Yi1 20 <o
YiM by — A awms
>0 <o
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Somit folgt yi1,...,yinr >0, ys =X >0, d.h. y >0 fiir A > Ao, d.h. y(\) ist zuléssig fiir
A > Ao

Ferner gilt z(y(\)) = po + psA, denn y verschwindet fiir alle Nichtbasisindizes # S und
p verschwindet fiir alle Basisindizes, somit folgt

2(y(A)) — +oo fiir A — 400

d.h. es gibt kein Maximum.

Ubergang von einer Basislosung zur nachsten

Satz 3.2.3
Vorgelegt sei Ay = b, y >0, A € RMM+k 4y c RM+E ¢ RF rg(A) = M mit der

Zielfunktion z(y) = po + ply < maz.
Seien y und ¢ zuldssige Basislosungen und seien
J={j,...jm} Cc{l,...,M + k}

J= {]1]74} c{l,....M+k}
die Indexmengen der Basisvariablen.
Es gelte ps > 0 und a5 > 0, biaps — byajs >0, i=1,..., M.

Dann ist die durch einen Austauschschritt des Simplex-Verfahrens erhaltene Basislosung
y wieder zuldssig und es gilt:

2(§) = 2(y)

Beweis 3.2.3 .
Zundchst gilt y ist eine zulédssige Basislosung < b > 0.

Nach Definition des Austauschschrittes und der Voraussetzung gilt:

>0
—
0 S biarsi_ brais _ Bz _ 715137“ _ Bl
Ays Ays
>0
Fiir den Wert der Zielfunktion gilt:
>0
D,
~ S —
—2(y) = —¢p — by < —¢p=—%
) - b =% (9)
~~ >0
>0

, d.h. z(y) < 2(9)
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3.2.6 Zusammenfassung

Gegeben sei ein Lineares Optimierungsproblem der Form
Ay=b,y>0,rg(A) = M, A c RMMHE p e RM oy e RMHE 2(y) = pg + pT'y = maa.

y* sei zulissige Basislosung, d.h. y* € Z = {y € RM+F| Ay = b, y > O} und y* besitzt
hochstens M von Null verschiedene Komponenten.

Ferner sei p; = 0, falls [ der Basisindex ist.
Fakten:
e Gilt p; <0,l=1,...,M + k = y* ist die optimale Lisung.

e Existiert ein Nichtbasisindex s mit a;s < 0,7 =1,..., M, so ist das lineare Opti-
mierungsproblem unldosbar.

e Existieren r € {1,...,M} und s € {1,...,M + k} mit ps > 0, a,s > 0 und
biars — bra;s > 0,4 =1,...,M, so ist die durch den Austauschschritt berechnete
neue Basislosung ¢ zuldssig und es gilt z(g) > z(y).

Beispiel 3.2.2

21+ 29 < 200
2x1+ 3z < 800
ro < 80
1 < 90
xi,x9 > 0

Zielfunktion: '
z(x) = 4x1 + 3x2 =max.
Fiihre die Schlupfvariablen w1, ..., w4 ein und finde:
201 +x0+w; = 200
2x9 + 3x0 +wy = 800
o +wy = 80
r1+wg = 90 21,2920
211000 200
23 0100 800
A= (G = 01 0010 b= 80
10 00 01 90
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Basisvariablen: wq, ..., wy

2 1 1 0 0 0]200 A= -2
23010 0[80 | x=-2
H(0>:( Ib): 01 0010|800
¢ 1010 1] 0000 1| 9
430000 0/ A=-4

Basisvariablen: x1, w1, we, ws

0 100 -2 20
0 3010 —2| 620 | x=-3
HY=0 1001 o0 80 | Ax=-1
1 0000 1 90
0 3000 —4]-360/) X=-3
Basisvariablen: x1, 2, wo, w3
01 100 -2 20 A=1
00 -3 10 4| 58 | rx=—2
H? =100 -1 0 1 [2]| 60
10 000 1 90
00 -3 00 2[-420/) A=-1
Man findet:
Basisvariablen: x1, 3, wo, wy
01 00 10 80
00 —1 1 —2 0| 440
H)»=]100 - 0o 1 1 30
10 % 0 —2 0 60
00 —2 0 -1 0]—480

Wegen p(g) < 0 ist das Optimalitédtskriterium erfiillt.
Setze die Nichtbasisvariablen zu Null und finde

0100 T 80
0010 zo | [ 440
000 1] [w] | 30
100 0 wy 60

d.h. To = 80, Wy = 440, Wy = 30, Ir = 60.
Lésung:
y* =3B = (60, 80,0, 440,0,30) = (z*, w*), z(z*) = 480.

Basislosung zu HO):
r1=22=0,w=0b

75



3.3 Die Zweiphasenmethode

Das Simplexverfahren startet in der Ecke x = 0, w = b.

Betrachte Ay = b,y > 0 und A = (G|I), y = <Z> und die Zielfunktion z(y) = co +

!
'y =maz.

1. Fall 1: Sei b > 0. Dann ist y = (0,b) eine zuléissige Basislosung, an welcher das
Simplexverfahren gestartet werden kann.

2. Fall 2: Es gibt ein ig € {1,..., M} mit biyg < 0. Was ist zu tun, falls b > 0 nicht
erfiillt ist?

Geometrisch bedeutet dies das Folgende:

Abbildung 3.2: Geometrische Bedeutung
A

7
mitZ:{xeRk‘Gbe,xZO}undOg_fZ.

Benotige eine Basislosung zum Start des Simplex-Verfahrens! Konstruiere mit Hilfe
eines Hilfsproblems eine zuléssige Basislosung.

3.3.1 Konstruktion zuldssiger Basislosungen

Betrachte die Lineare Optimierung in Normalform 2, d.h.

Gx+w=bz>0,w>0
|

2(z) = co + 'z =maz.

Annahme: Es gibt ein ¢ mit b; < 0
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Fiihre die Hilfsvariable £ ein und betrachte

M
Zgijmj +w; = b;Vimitb, >0
7j=1
M
— Zgijxj —w;+& = —bVimit b; <0

j=1
und z >0, w>0,£=0

sowie '
2(x) = co + ' x =max

Wegen der Bedingung £ = 0 ist dies gleichwertig zum Ausgangsproblem.

Hilfsproblem

M
Zgijl'j +w; = b;Vimitb, >0
=1

M
- Zgijxj —w;+& = —bVimit b; <0
j=1

z>0,w>0,¢>)
i=— > &

1 mit b;<0

mit der neuen Zielfunktion

Wobei —¢; jeweils aus den entsprechenden Zeilen des entstandenen Gleichungssystems
gewonnen wird. Die Zielfunktion des Hilfsproblems ist die Summe der nach —¢; auf-
gelosten Gleichungen.

Man multipliziert also jede Zeile, die die Bedingung b; > 0 verletzt, mit —1 und ergénzt
dort je Zeile eine Spalte &;, die dem Einheitsvektor e; entspricht. Wir haben nun ein
Gleichungssystem folgender Gestalt:

(=)

Wobei ¢ die hinzugefiigten Spalten und g die Koeflizienten der Zielfunktion Z sind. Der
Vektor b hat jetzt nur noch nicht-negative Werte.

Eine optimale Losung des Hilfsproblems ist eine zulissige Basislosung des Ausgangspro-
blems.

Figenschaften des Hilfsproblems:
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o (z,w,&) ist optimale Losung des Hilfsproblems < ¢ = 0.
e £ =0« (z,w) ist zuldssige Losung des Ausgangsproblems.

Genauer gilt: (z,w) ist zuldssige Basislosung des Ausgangsproblems, da die opti-
malen Losungen von lésbaren Linearen Optimierungen immer in den Ecken des
zuldssigen Polyeders liegen.

¢ ist genau dann = 0, wenn alle &; zu Nichtbasisvariablen transformiert wurden.

3.3.2 Die Zweiphasenmethode

Losung von allgemeinen Linearen Optimierungsaufgaben:

Falls nicht gilt b > 0, bilde das zugehorige Hilfsproblem. Lose dies mit dem Simplezver-
fahren und erhalte die Losung (¢, wf,¢#), ¢# = 0. Dann ist (2, w™) eine zuléssige
Basislosung des Originalproblems (1-te Phase).

)

Die zweite Phase besteht dann in der Losung des Ausgangsproblems mit (z,w) als

zuléssige Basislosung.

Beispiel 3.3.1

Betrachte
201 + 22 < 200
—r1+x2 < 40
1+ > 50 ,w1,222>0
mit der Zielfunktion z(z) = —x1 + 2x2 = maz..
Fiihre Schlupfvariablen ein:
201 +x0+w; = 200
-1+ x2+we = 40

—x1 — T + w3 —50 <« b > 0 hier verletzt!

!
x1, T2, w1, w2, ws > 0, z(x) = —x1 + 222 =max.

y = (0,b) ist keine zuldssige Basislosung!

Hilfsproblem:
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201 +x9o+w; = 200
—r1+x9+we = 40
1+ —w3+E& = 50

T1, T2, w1, w2, ws,&3 > 0

Zielfunktion
|
Z=—& =21+ x93 — w3 — 50=max.

Loésung des Hilfsproblems mit dem Simplex-Algorithmus.

2110 0 0]200 A= -2
7O _ -1 1 0 1 0 0] 40 A=
H 100 —1 1| 50
1 1.0 0 —1 0] 50 A—1
Basis: y = (0,b), z=c'z +0-w
Z(0) = =50
Basisvariablen von Hg)): wi, wa, £3.
Nichtbasisvariablen von HJ(L?): T1, T2, W3.
0 -1 1 0 2 —2100
H(l) _ 0 2 01 -1 11 90
H 711 10 0 -1 1| 50
0 000 0 -1 0

Wegen pg) < 0 haben wir die optimale Losung des Hilfsproblems gefunden.

Basisvariablen: x1, w1, ws

010 T1 100
00 1)-fw]=1|90] ,dh w =100,wy =90,z; =50
1 00 wa 50

Lésung des Hilfsproblems: (zf,wf , ¢) = (50,0, 100,90,0, 0 ).
—~ ——

—gH =wH :SH

(zf,wh) = (50,0,100,90,0) ist zulissige Basislosung des Ausgangsproblems.
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Finde die aus dem Hilfsproblem resultierende Ausgangsproblem:

0 -1 10 2|100
0 201 —1,9 |,. .4
HO= 1 1 00 _1] 50 (=Hj; ohme €)

Basisvariablen: x1, w1, wo.
Nichtbasisvariablen: xs, ws.
Zielfunktion: z(x) = —x1 + 2x2
Achtung:

Die Zielfunktion (des Ausgangsproblems) muss in den Nichtbasisvariablen geschrieben
werden!

Daher versuchen wir die Basisvariablen der Zielfunktion (des Ausgangsproblems) zu
eliminieren, indem wir beliebige Gleichungen aus H\"), die moglichst wenige weitere
Basisvariablen enthalten, nach der zu eliminierenden Basisvariable auflésen und dann in
die Zielfunktion einsetzen.

Neue Zielfunktion:

z(x) = —mx1+ 2o
90 = x1+ 22— ws
= —x1 = x2—w3—50
=z = x9—w3— 504 2x9 =3z — w3z — 50

2(y) = 2(50,0, 100,90, 0) = z(0) = —50

z(y) = 2(0), da z nur noch Nichtbasisvariablen enthélt und alle Nichtbasisvariablen von
y per Definition = 0 sind.

Die neue Zielfunktion ergénzt die Matrix unseres Problems:

0 -1 1 0 2]100
go _ |0 01 —1| 90
"1 100 -1 50
0 300 —1| 50
1 3
IR A R
I:I(O)_ 1 _1
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001 § |3 145
go_fo 10 1 -] 45
100 —5 —3| 5
000 —3 35|-85
Ein weiterer Simplexschritt liefert H?).
o0 2 L 1] %
AR il
HYY = i1 180
A
00 —3 —3 o[-
Basisvariablen: x1, xa, ws.
Wegen p?) < 0 ist das Optimalititskriterium erfiillt.
Wir lesen ab:
001 T %
010 Ty | = %
100 ws 10
, d.h wg‘:Q%O,:rg:Qg—o,f{: 120
Lésung:
160 280 290 400
(ilf*,w*) = (?, ?,0,0, ?) mit Z(ilf*) = T

3.3.3 Fall der Entartung

Abbildung 3.3: Entartung

A Entartung

Die Ecke ist entartet, da ein Schnittpunkt von 3 Nebenbedingungen im R? vorliegt.

81



In diesem Fall gehéren zu & mehrere Basislosungen, ndamlich gy = 0, go = 0 oder ¢g; =
0, g3 =0 oder go =0, g3 = 0.

In solch einem Fall kann das Simplex-Verfahren in Zyklen laufen und hiéngen bleiben.
Die Zielfunktion bleibt dadurch immer gleich.

Gegenmassnahme:

Man legt eine Reihenfolge beim Durchlaufen der zugehorigen Basislésungen bei der Wahl
des Pivotelementes fest, wenn die Zielfunktion sich nicht &ndert.

Konvergenzergebnis:

Lauft das Simplex-Verfahren ohne Zyklen ab und ist die Lineare Optimierungsaufgabe
l6sbar, so fiihrt das Simplex-Verfahren nach endlich vielen Schritten zum optimalen
Ergebnis.

Rechenaufwand:

Fiir ein Problem in k£ Variablen und M Nebenbedingungen gilt:

M4+ k) (M+k)
Aufwandw< M )_W

Sind M und k gleich grof}, so folgt:

Aufwand ~ <2:) ~ 2k

d.h. der Aufwand wichst exponentiell in k.
Die Anzahl der Operationen ist nicht polynomial (NP) in & und M.
Man sagt: Der Simplex-Algorithmus ist ein NP-Algorithmus (Nicht-Polynomial).
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4 Gewohnliche Differentialgleichungen

4.1 Separation der Variablen

Beispiel 4.1.1 (Zinsrechnung)
Bei einfacher Zinszahlung fiir ein Kapital Ky am Ende eines Jahres gilt fiir das Kapital
K(t) zur Zeit t in Jahren mit Zinssatz q

d
—K(t) = qK
dt () qio

K(0) = Ko

Einfache Integration liefert

t d t
/K(T)dT: /qKodT
o dr 0

=K(t)—-K(0) =lgKoT|7=5=qKot

= K(t) — K(O) = qKot
——
=K,
K(t) = Ko + qKpt = K()(l + qt)
Fiir den kontinuierlichen Zinseszins (Zinssatz q) gilt

d

SK(1) = K (1), K(0) = Ko

Definition 4.1.1

Gleichungen, welche die Ableitung einer (zeitabhidngigen) Funktion in Beziehung zur
Funktion selbst setzen, heiflen gewohnliche Differentialgleichungen.

Gibt man iiberdies noch den Wert der gesuchten Funktion zu einem Zeitpunkt (z.B.
t =0) vor, so nennt man dies eine Anfangswertaufgabe.

Lésungsansatz
K(t) = Ko - exp(qt)
Nachweis durch Differentiation

d
@K(t) = Ko -exp(qt) -q = q- K(t)
N———
—K(t)
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t=0: K(0)=Kp-exp(0) =Ky
=1
= (t) ist eine Losung der Anfangsweraufgabe.

Beispiel 4.1.2 (Populationsmodelle)
x(t) bezeichne die Anzahl von Individuen zum Zeitpunkt t.

Verédnderungsrate 2’ (t) ~ Populationsumfang x(t), d.h.
2/(t) = R-z(t) RZReplikationsrate

x(0) =x9 >0
Realistischeres Modell (,,Verhiilst-Gleichung®):

R
2/ (t) = Ra(t) — ?:U(t)2 , K > 0 modelliert die Umweltbedingungen
Gesucht: Konstruktive Lésungsmethode
Betrache die Anfangswertaufgabe (AWA)
a'(t) = f(x(t)), z(0) = xo
mit f € CY(I,R), I C R Intervall, zo € I.

Sei Z(t) eine Liosung, und sei F'(x) eine Stammfunktion von ﬁ, d.h.

PR
(x) @) eJ, JclI
Dann gilt: .
(F(z(1)) = F'(z(1))) - f’\@ = 770 f(z(t) =1
=eay @)

Integration liefert

An der Stelle t = 0 erhalte man:

Dies liefert

F(z(t) = t+ F(xo)
(x) F(z(t)) — F(zo) = t ,Separation der Variablen*

(%) ist eine implizite Gleichung fiir die gesuchte Losung Z(t). Lésst sich diese Gleichung
nach z(t) auflésen, so hédtten wir z(t) berechnet.
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Beispiel 4.1.3 (Fortsetung von Beispiel 4.1.2)

2'(t) = Rx(t), z(0) = 29 > 0 Populationsmodell
(=())
:f T

ﬂ@:RaF@ﬁ:%;:/gzzgmw+C

Separation der Variablen liefert

F(z(t)) — F(xo) =t

%m@@%H%%%mu@+@:t

Sin(@ (1)) — (gin(ao) =1

= (n(z(t)) = In(xo)) =t

ln(x—o) = Rt, :Z;ng) = exp(Rt)

= Z(t) = xo - exp(Rt), t > 0, o > 0

Hinweis:

Man ist gut beraten, das erhaltene Ergebnis durch Finsetzen in die Differentialgleichung
zu priifen.

In Beispiel 4.1.2 erkennt man, dass Z(t) = o - exp(Rt) die Differentiale fiir alle t € R
und xg € R Iost.

Differentialgleichung:
xl(t) = f(z(t)), f € Cl(IaR)v IcR

,viele Losungen

Anfangswertproblem:

2'(t) = f(a(t)), 2(0) = o

»eindeutige Losung*

Losung der AWA (Anfangswertaufgabe) durch Separation der Variablen. Sei F(z) =
i ﬁdm. Setze F(z(t)) — F(xo) = t und lése diese nach Z(t) auf. , Freies Rechnen*.
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Beispiel 4.1.4

2'(t) = Rx(t), x(0) = o

Lésung
Z(t) =z - exp(Rt), xo € R, t >0

Beispiel 4.1.5

Separation der Variablen:

1 n 1 .y
z(t)  xo
1 1—txg
T t) N X0 X0
)= —2 _ 0<t< —
1 —txg To
Probe: )
_ xo _/ Zo Ty N
0) =2 = a0, 7'(t) = = = z(t
‘T( ) 1 Lo ( ) (1 — tﬂl’o)Q( xo) (1 — t$0)2 l’( )
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4.2 Lineare Systeme von Differentialgleichungen

2'(t) = f(z(t)) heiBt linear, falls f(z) = ax + b.

Ist f € CY(R,R), so kénnen wir Losungen durch Separation der Variablen berechnen.
1(t)

Sei nun z(t) = : eine vektorwertige Funktion und sei 4 € RVY b € RY. Dann

zn(t)
heifit a/(t) = Ax(t) + b ein lineares System von Differentialgleichungen bzw. x'(t) =
Az(t) +b, 2(0) = c € RN eine lineare Anfangswertaufgabe.

Ausgeschrieben:
z4(t) z1(t) by
10N BN e T O B
' a ..o : '
2y (t) N1 NN an(t) by

2/ (t) = Ax(t) + b heiBt homogen, falls b = 0, ansonsten inhomogen.

Definition 4.2.1
andere bedeutung hat.

Zu einer Matrix A € RVN heift ein Vektor v € CN Eigenvektor zum Eigenwert \ € C,
falls v # 0 und Av = Av.

Bemerkung 4.2.1

A € C ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn p(\) := det(A — AI) = 0, denn

Av =X, v# 0 (A-AN)v=0,v#0sve Ker(A—X),v#0< det(A— X)) =0
—_——

=p())
(,,charakteristisches Polynom*®).

Berechne dann den Eigenvektor v, indem man die Gleichung (A — AI)v = 0, z.B. durch
Gauss-Elimination 16st.

Betrachte zunéchst homogene lineare Systeme
o' (t) = Az(t), Ac RV t e R
Losung durch einen Exponential-Ansatz:

71(t) exp(At)vy
z(t) = : = exp(At) - v = : mit v # 0, Av = v
Tn(t) exp(At)un
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Dann gilt:

I
°
8
S
—~
>
~
=

Bilanz:

e 7Zu jedem reellen Eigenwert A mit reellem Eigenvektor v erhalten wir eine reelle
Losung.

e Im komplexen Fall erhalten wir eine komplexe Lésung.
Konstruktion von reellen Losungen im komplexen Fall:
Sei A = p+i- v € C Eigenwert und v = a + ib € CV Eigenvektor von A € RV,
Z(t) = exp(At)v ist eine komplexe Losung.

Sei z(t) = u(t) + iv(t) eine Zerlegung von Z(t) in Real- und Imaginérteil (R und ).
Dann gilt:

) = J(t)+i(t)
AZ(t) A(u(t) +iv(t))
~——

= Au(t) +iAv(t),t R

Vergleich der Real- und Imaginérteile liefert u/(t) = A - u(t), v'(¢t) = A - v(¢t), d.h. findet
man eine komplexe Losung Z(t) von z/(t) = Axz(t), so sind R(Z(t)) und I(Z(t)) reelle
Losungen.

Seien A € C, v € CV.

z(t) = exp(At)v
= exp((p+iv)t)(a+ib)
= exp(ut) - exp(ivt) -(a + ib)

N——

=(cos(vt)+i-sin(vt)) ,Eulersche Formel*
= exp(ut) - (cos(vt) +i- sin(vt)) - (a + ib)
= lexp(ut)(cos(vt)a — sin(vt)b)] +i - [exp(ut) - (sin(vt)a + cos(vt)b)]
=R(z(t)) =S3(z(t))
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4.2.1 Eigenschaften linearer Differentialgleichungen

iy o ()

Seien z(t), i = 1,...,1 Losungen von 2’(t) = Ax(t). Dann ist auch z(t) = >
eine Losung, denn

1 /
F(t) = (Zam’(t))

=1
!
= Y - (@)
=Az’(t)
!
= Z a; - Ax'(t)
i=1
!
= A-(Dai-2(t)
i=1
= Az(t)
fir ag,...,00 € R

Gilt nun [ = N und sind z°(0) € RV, i = 1,..., N linear unabhiingig, d.h. eine Basis
von RV, so heifit z(t) = Zfil a;2'(t) die allgemeine Losung von z'(t) = Ax(t). Es ldsst
sich zeigen, dass dies alle Losungen sind.

Ist eine AWA 2/(t) = Az(t), #(0) = ¢ € RN vorgegeben und sind z%(t),i = 1,..., N
Losungen von z'(t) = Ax(t) mit 2°(0), i = 1,..., N linear unabhiingig, so folgt:

Lose das Gleichungssystem:

@O)y @O . @)y W) \ew
Dann 16st Z(t) = S | A\ - 27(t) die AWA, d.h.

N
z(0) = Z Nzt (0) = ¢, 7' (t) = AZ(t)

4.2.2 Kurze Zusammenfassung des Wesentlichen

o' (t) = Az(t), A ¢ RVY
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Berechnung der allgemeinen Lésung

1. Berechne alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A

2. Fiir jeden reellen Eigenwert A\ und Eigenvektor v ist Z(t) = exp(At)v eine Ba-
sislosung.

3. Fiir jeden komplexen Eigenwert A = p + ¢ und Eigenvektor v = a + ¢b sind

() = exp(ut)[cos(vt)a — sin(vt)b]
#2(t) = exp(ut) [cos(vt)b + sin(vt)al
Basislosungen.
4. Es seien auf diese Weise die Basislésungen Z%(t), i = 1,...,[ bestimmt.

Losungsgesamtheit: L = {a‘c(t) ‘ z(t) = Zi:l ;7 (t), a1,...,qp € R}
Gilt [ = N, so sind dies alle Losungen.

5. Losung der Anfangswertaufgabe: 2/(t) = Az (t), x(0) = c.
Bestimme aus L die ay, ..., qq so, dass gilt Zli:1 a;z4(0) = c.

Beispiel 4.2.1

1 -2 0
P(t)=Az(t),A=12 0 1
-4 -2 -1

1. a) Berechnung der Eigenwerte:

1—X =2 0
p(A) = det(A—X)=det| 2 =X\ 1
-4 =2 —1-X

- (l—A)-det(_;\ _11_/\>—(—2)-det<_24 _11_A>
=N [N (L= N £ 242 [2(=1—A) +4]
—_———

AHA242 —2-2X+4+4=2-2X=2-(1-1))
= (1-XN[A+A+2+4]
= 1-NMN+)1+6)

Nullstellen: . 93
)\1:1 )\ngz—iii\/a,azz
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b) Berechnung der Eigenvektoren:

0 —2 0 (v
M=1:12 -1 1 |-[@)]=
() ()

1
Gauss-Elimination liefert v! = ( 0 ) , falls (v')1 = 1 fixiert wird.
-2
. 3 —iya —2 0 (v?); 0
A2:—§iz’\@ 2 +3 —iya 1 W] =10
—4 —2 —3—iva (v?)3 0
1-2i/a
Gauss-Elimination liefert v = & | =5 —2i\/a |, falls (v?)3 = 1 normiert
12
wird.
. und...
. ...Basislosungen:

1
zHt) = exp(\it)v' = exp(t) - ( 0 )

)
22 (t) = exp(ut)-[cos(vt)a — sin(vt)b]
1 1 (1 | [TV
= exp(—ﬁt) - |eos(v/at) - E 125 — sin(v/at) - E —20\/5
23(t) = exp(ut)[cos(vt)b + sin(vt)a]
1 [T (1
= exp(—gt) cos(v/at) - 2 —28/& + sin(vat) - T 125

CL={z(t)|2(t) = anz'(t) + @2 (t) + a3 (t), a1, 2, 3 € R}.

Dies sind alle Lésungen, da N = 3.
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1

1 2 3 o Lon
(2'(0),2%(0),2°(0)) - (a2 | = | 0 -3 —gva| -|a|=c=[-10
as -2 1 0 as 22

Lése dies durch Gauss-Elimination und finde a; = 1, ag = 24, ag = 0.
Lésung:
T(t) = z'(t)+24z%1t) +0-73(1)

1 . 1 —2/a
= exp(t)| O +26$p(—§t) cos(vat) | =5 | —sin(v/at) | —2y/a
—2 12 0

L6sung inhomogener linearer Systeme:

Betrachte 2/(t) = Az(t) + b, A€ RVY b e RY ().

Sei 27 (t) eine Losung und x(t) irgendeine Losung von 2'(t) = Ax(t). Dann gilt:

z(t) = P (t)+ z(t) 16st (x), denn
Ft) = (7)) +2(t) = Ax" () + b+ Ax(t) = A2 (t) + 2(t)) + b
o (t) heiflt partikulire Losung von (x).

Bemerkung 4.2.2
Man erhélt die allgemeine Losung von (%), indem man zu einer Losung z¥(t) von (%)
die allgemeine Losung des homogenen Systems z'(t) = Ax(t) hinzuaddiert, d.h.

N
L= {f(t)]:i(t) =2"(t) + ) a@'(t), an,...,an € R}
i=1

mit z¥(t) Losung von (%) und Z'(t) Losung von 2'(t) = Az(t),i=1,...,N.
Bestimmung der partikuldren Lésung x (t):

Ist A € RNV invertierbar, so gilt ¥ (t) = —A7'b, denn (zF(t)) = 0 = —b+b =
A(—A7D) + b= AzP(t) + b, t €R.
——

—P (1)

Berechnung der allgemeinen Lésung von (%)

1. Berechne die allgemeine Losung von 2/(t) = Az (t).
2. Setze z¥'(t) = —A~1b, falls A invertierbar ist.
3. z(t) = 2P (t) + z(t)
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Beispiel 4.2.2 (Differentialgleichung)
Drei gleich schwere Kugeln K1, K9, K3 der Masse 1 seien durch Federn gekoppelt (wie
im Bild).

Abbildung 4.1: Durch Federn gekoppelte Kugeln

Lo
—
o
K1 K2 K3
Z Z
| | »
| | ”
0 L y

Die Federen haben die Ruheldnge Ly und die Federkonstante ¢;, it = 0,1,2,3; ¢; > 0, i =
1,2, 3.

yi(t) bezeichne die Position der i-ten Kugel zum Zeitpunkt t.

Modelliert man dieses System nach den Newtonschen Prinzip, so erhélt man ein ,Diffe-
rentialgleichungssystem 2-ter Ordnung*:

yi(t) = (co—c1)Lo+ (co+cr)yi(t) — caylt)
ya (t) = (c1—c2)Lo — c1yn(t) + (c1 + c2)ya(t) — esys(t)
y3(t) = (c2 —c3)Lo+ c3L — caya(t) + (c2 + c3)ys(t)

Mit y(t) = (y1(t),y2(t), y3(t)) erhalten wir

(Co — Cl)LO (Co + 01) —C2
y'(t) = (c1 —e2)Lo = —a (ate) —c |ylt)=d+Cy(t)
(62 — C3)L0 + csL —C2 co + c3
—deR? —CeR33

Setze g(t) = y'(t) = (y1(t), y5(1), y5(t)) € R® und x(t) = (y(t), 9(t)) € R

)= () = (o00) -

_ <g 103).@+@:Ag¢(t>+b,AeR%,beRﬁ

=A =xz(t) =b

Die ist ein 6-dimensionales lineares inhomogenes Differentialgleichungssystem. (Koénnte
man sich auch gut als Klausuraufgabe vorstellen...)
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Die allgemeine Losung finden wir als eine partikulire Losung ¥ des inhomogenen Sys-
tems plus die Gesamtheit der Losungen des homogenen Systems z'(t) = Axz(t).

Da A invertierbar ist, finden wir 2 (t) = —A~'b. ¥ heit Ruhelage des Systems.

Losungen des homogenen Systems

Es lidsst sich zeigen, dass A rein imaginédre Eigenwerte besitzt.
Diese haben die Form 4iwy, Xiwe, tiws, wy, we,ws > 0.

Die zugehérigen Eigenvektoren seien a; + ib;, i = 1,2, 3.

Dies liefert die Lésungen:

Ht) = cos(wit)a; — sin(w;t)b;,

T
22(t) = cos(wit)b; + sin(wit)a;, i = 1,2,3

Die allgemeine Losung des homogenen Systems:
Zaz t) + B} (t), i, B R, i =1,2,3

Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems x'(t) = Az(t) + b lautet:

8

(t) = 2P (t) + a(t) = —A~ 1b+20¢1 )+ B2(t), i, i €R, i =1,2,3
Dies entspricht Schwingungen um die Ruhelage.

Die Koeffizienten o, 3;, 1 = 1,2,3 wurden durch eine Anfangsvorgabe x(0) = e be-
stimmt.
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4.3 Existenz und Eindeutigkeit von L6ésungen

Vorgelegt sei eine skalare Anfangswertaufgabe
2'(t) = f(x(t)), (0) = 20 € R

Definition 4.3.1
f I — R, I C R Intervall geniigt in I einer lokalen Lipschitzbedingung, wenn es zu
jedem yo € I eine Umgebung U = U(yo) und ein L = L(yo) > 0 gibt, so dass gilt:

lf(y)— f(9)| < L|ly—y| fiiry,y € U ,lokale Lipschitzbedingung fiir f*

Satz 4.3.1
Ist I C R ein offenes Intervall und besitzt f in I eine stetige Ableitung, so geniigt f in
I einer lokalen Lipschitzbedingung.

Satz 4.3.2 (Lokaler Existenz- und Eindeutigkeitssatz; Satz von Picard-Lindel6f)
Vorgelegt sei fiir f : I — R die Anfangswertaufgabe x'(t) = f(x(t)), 2(0) = z¢ € 1.

Geniigt f in I einer lokalen Lipschitzbedingung, so ist das Anfangswertproblem lokal
eindeutig l6sbar, d.h. es gibt ein € > 0, so dass Z(t),t €] — €, €[ eine Lésung des Anfangs-
wertproblems ist.

Beispiel 4.3.1

2'(t) = cos(z(t)), (0) =5

Wir setzen f(z) = cos(z), f € C(R,R) nach Satz refsatz431 geniigt f einer lokalen
Lipschitzbedingung in R. Also besitzt dieses Problem lokal genau eine Ldsung auf einem
t-Intervall der Form | — €,¢e[, € > 0

Satz 4.3.3
Vorgelegt sei 2/ (t) = f(z(t)), z(0) =20 €R, f: R = R.

f sei lokal lipschitz-stetig auf ganz R und «, 8 > 0 mdgen existieren mit

[f(@)] < afz) + 6, zeR
Dann existiert die Losung z(t) von (t) global, d.h. fiir t € R.
Beispiel 4.3.2

2'(t) = cos(z(t)), (0) =5
F(@) = cos(a)
[f(@)] < lcos(x)] <1 =0-|x]+1
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Also ist Satz 4.3.3 mit a = 0, 8 = 1 anwendbar und liefert die Existenz der Losung Z(t)
fiir t € R.

2(t) = ax(t)+b,a,beR,z(0)=7
flx) = ax+b
[f(y) = f(@)] lay +B— (g +B)| = laly —§)| = lally =9I, y, g € R

f ist lokal Lipschitz-stetig.

|f(z)| = |a-x+b| <|a||z|+ ||, d.-h. Satz 4.3.3 ist erfiillt mit o = |al|, 3 = |b| und liefert
die Existenz einer Losung Z(t) fiir t € R.

Noch zu analysieren bleibt die Frage der Lésbarkeit fiir lineare Systeme der Form
2’ (t) = Az(t) + b, (0) = 29 € RV, A € RV b e RY 2(t) = (21(2), ..., xn (1))

Es lisst sich zeigen, dass diese Aufgabe fiir jedes o € RY genau eine Losung Z(t) besitzt.

Diese Losung existiert fiir t € R.
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4.4 Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben

(Vorlesungsende)
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